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1. Einleitung

l. Auf einer nullberandeten Riemannschen X'läche von endlichem
Geschlecht sind die einfachsten meromorphen Funktionen rationale X'unk-
tionen, die alle kornplexen Werte höchstens n-mal annehmen (z endlich).
Auch auf n'lächen von unendlichem Geschlecht existieren in gewissen n'ällen
nichtkonstante meromorphe X'unktionen, die ebenfalls alle Werte höchstens
n-mal annehmen; derartige X'unktionen, die, wie die rationalen n'unktionen,
einen Körper /, bilden, sind in [3, 4, 5] untersucht, worden.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, auf einer beliebigen nullberande-
ten Riemannschen X'läche F eine Klasse I von »quasirationalen»
X'unktionen zu definieren, die immer dann, wenn aaf I nichtkonstante
n'unktionen der Klasse /n existieren, mit /n identisch ist.

2. Die lokale charakteristische Funktion

2. Es sei G eine (kompakte oder nichtkompakte) Teilfläche von -tr',

deren relativer Rand J'o aus einer endlichen Anzahl geschlossener ana-
lytischer Kurven besteht. Um die Wertverteilung einer in G U lo mero-
morphen X'unktion /(z) zu untersuchen, bilden wir die I o k a I e c h a -
rakteristische X'unktion von ;f, die im folgenden definiert
wird. Zuerst fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

Ii: Eine kompakte Teilfläche von G, deren Rand aus J'o und aus
einer endlichen Menge fK geschlossener analytischer Kurven besteht;

a(z , ls, K) : Diejenige in 1( harmonische Funktion, die auf J-o ver-
schwindet und auf J-* einen solchen konstanten Wert lK besitzt, dass
fa

J u"a(z'lY'K)d's:2n)
t'o

å p , f*, K1: Die konjugierte Funktion von at (z , ly, K) ;

{: Die Niveaukurve a (z , lK, K) : 1;
K^: Die Teilfläche {z ; a (z , l* , K) < 1\ ;

lut, , wrf : Der chordale Abstand der auf der Riemannschen Kugel lie-
genden Bildpunkte der Punkte w, wd w, der komplexen Ebene:
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pn1,wz):5,
' *2) - 4 t a 1*] \/ | +'ttrr'
rfl

ut (f , w, f^) : ,"- J t"u 
1J14,*1d,a 

(2, l*, K);
I'7

n(f ,w,K^), DieAnzahlderNullstellenvon f (")-w in K^;
Lg
r

N (f ,w, K) : I "ff ,w,K,.)d,)t;
J

T (f ,w, K) :on rr, *, K) + nL (f , w, l*) - m(f ,tu, 1r)

)-- r* o,ro J a "'g 
(.f (z) - w) ;

I'C

A (f , Kr) : I I T{#k d,rdy: Der sphärische rnhalt derjeni-
Kx

gen Riemannschen X'läche, auf welche die n'unktio" f(z) die Teilfläche
K, abbildet;

).ytr
T(f ,K):; J Aff,K^)il.: Die lokale charakteristische

Funktion. 
o

3. Fiir die X'unktionen T (f , * , K) und ? (f , K) beweiserr wir den
folgenden

Satz 2.7. Die Grösse ? (.f , w , K) ist von rl unabhängig, und es gilt

T (f ,w, K) : f ff , K) * c' ),x,

wo c eine nlrr von / und -I, abhängige (also von 1l und ru unabhän-
gige) Konstante ist.

Beweis. Es seien zo. und w, zwei komplexe Zahlen1, dann gilt

d

,t)" @(f , wr, 1,.) - m(f , ur, l1))

I [ ,t tf -w" I [,---f-w,- 2n J artos T- r; d('): ," I d ats , - *r'rj ri.

IsL wr: oo, so fehlt der Nenner im letzten Integral. Nach dem Argumen-
tenprinzip folgt hieraus



Leunr Mvnnnnc, Uber meromorphe tr'unktionen

d

* (m(f , wt , ft") - *(f , wz , lt))

r I f-*,: ,t.(f , wz, Kt) - n(f , wr, Kt) + Z" J d, ar9 "U;i
h

und ferner durch fntegration zwischen den Grenzen I : 0 und ),: lx
m(f ,wt, f*) - m(f ,wz,l*)-- (m(f ,wt,lo) - nx(f ,wr, To))

: Jr(.f ,wz, K) - N (f ,wr, K) + # {, 
o *r'trä

oder

T(f,*r,K):T(f,w2,K),
woraus folgt, dass die Grösse T (f , w, K) von ru unabhängig ist. Multi-
pliziert man die Gleichung

f ff ,w, K) : N(f ,w, K) + rn(f ,w, I*) - m(f ,w, 7]o)

- 
1* [ , .-^,* ; lr" 

d, arg (f(z) - w)

mit dem sphärischen tr'Iächenelement

tu(w) : ,,ol(*)lt * twlz)z

und integriert iiber die Riemannsche Kugel .l?, so ergibt sich (weil das

iiber die ganze Kugel genommene Integral

tt I

J^J tos y;, *o1d'{*)

von Loo unabhängig ist)

1r . r ff , u), K) - | | 
IVff , w, I{) d,t (w)

+ * I lll d;- (r(,) ,,] d,,Qu),

R I'O

)rg

rfr(f tw t K) - ; J Aff tKt)d|+ c. Äx: r(f , K)+ c. Ä*,

wenn
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I
2nz |ilfR r-o

d, arg (f (r) - *)) d,t (w)

gesetzt wird, wo c die Bedingungen des Satzes erfiillt. Der Satz 2.1 ist
damit bewiesen.

3. Die Klasse I meromorpher Funktionen

4. Wir können nun mit Hilfe der lokalen charakteristischen X'unktion
T(f, K) eine Klasse I a:uf F meromorpher X'unktionen definieren.

Iletinition 3.1. Eine auf der (nullberandeten) Riemannschen X'läche -F'

meromorphe Funktion f(z) gehört zur Klasse I , wenn sie die folgende
Bedingung erfiillt: Ist G eine beliebige nichtkompakte Teilfläche, deren
relativer Rand J-o aus einer endlichen Anzahl geschlossener anal5rtischer
Kurven besteht, und g(z) eine beliebige nichtkonstante in G U fo mero-
morphe Funktion, so gibt es drei (nur von /, g und G abhängige) Kon-
stanten A, B tnd C, so dass

T(1, K) < A. T(s, K) + B. lK + O

fiir jede kompakte Teilfläche K c G mit dem Rande lo * l* .

Aus der Definition folgt unmittelbar, wegen

+T(fr) +a'1**b,
T (f ,) + a' ' 1K (a , b , il' Konstanten) ,

der
Satz 3.1. Die Menge I ist ein Körper.

5. Bpezi,elle ntiile. Wfu untersuchen nun die Klasse I in einigen spe-
ziellen X'ällen. Ist .F eine X'läche, auf welcher nichtkonstante meromorphe
n'unktionen der Klasse /, existieren (d.h. Funktionen, die alle komplexen
Werte höchstens n-mal annehmen: vgl. [3]), so ist fr : fi. Wir zeigen
zuerst, dass aus / € $ die Relation 

"f € /. folgt; zu diesem Zweck wäh-
len wir als G das Komplement, einer kompakten Teilfläche und als g(z)

eine beliebige Funktion der Klasse /r. Weil

T(S,K)Sn.tr"s

fiir alle K CG gilt, folgt aus der Definition 3.1

rffr*fr) <r(fr)

/ 1\

rff,K)=(nA*B)h"+C;
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dann muss aber der sphärische Inhalt A (f , G) der Bildfläche von G end-

lich sein, woraus /€/. folgt ([3]). umgekehrt gehört jede x'unktion von

fo zv 8. Aus T (f , K) { n' X6 folgt nämlich, dass die Bedingung in der

Definition3.lvondern'unktion / mit A:C:0 und B-n fiir jede

X'unktion g erfiillt ist. Es ist also I : Å.
Es gibt auch solche nullberandeten Riemannschen Flächen, auf wel-

chen die Klasse I nur Konstanten enthält. Nach einem Beispiel von

M. Heins [2] existiert nämlich eine nullberandete Riemannsche x'läche -F

und eine Teilfläche G von .t', so dass auf G nichtkonstante beschränkte

analytische x'unktionen existieren, aber keine auf der garrzerr x'Iäche E
meromorphe Funktion / in dem einzigen Randelement von G einen

Grenzwert besitzt. Auf dieser x'läche ist jede Funktion / von I eine

Konstante; denn aus T (f , K) I A' 1* f B folgt ([3]), dass / im Rand-

element von 6 einen Grenzwert besitzt und somit sich auf eine Konstante
reduziert.

wir machen noch eine allgemeine Bemerkung iiber die x'unktionen

der Klasse $. Ist / ein Randelement, das eine Umgebung G vom Ge-

schlecht NuIl besitzt, so kann 1 keine wesentliche Singularität ftr eine

x'unktion / der Klasse I sein. weil nämlich im vorliegenden Falle in
G beschränkte analytische X'unktionen existieren, so gilt, T (f , K) I A ' 1*
fiil alle K C G, wor&us folgt, dass / keinen Wert unendlich oft annehmen

kann. 1 ist dann keine wesentliche Singularität fiir /.

4. Die Klasse @ meromorpher Kovarianten

6. Im vorliegenden Paragraphen betrachten wir eine Klasse meromor-

pher Kovarianten, die in engem Zusammenhang rnit den x'unktionen der

kh*u" S stehen. Es sei g@) eine auf einer nullberandeten Riemannschen

X'läche meromorphe Kovariante, d,eren Residuen in allen Polen verschwin-

den. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

I
m(v , K) : 2, (2,I.*,K), w'o zoe lorzel'KI

I'y

r-Llog'

,,tl

li
,J edzld*

und das Integral
genommen ist;

n(V, co , K^)

z

I
.O

v dz längs der l{iveaukurve * (* , l* , K) - Konst,ante

: Die Summe I 0, @,) - 1) , wo p @;; die
z;e Ki
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Ordnung des Poles zi yort g bedeutet;

\"
ff(q, @, K) : I aW,a,K^)d),;

J
0

? (V, @, K) :ff(q, *, K) + m(V, K).
Nrit Hilfe der obigen Bezeichnungen definieren wir nun die Krasse @

meromorpher Kovarianten auf foigende Weise:
Definition 4.1. Eine auf der (nullberandeten) Riemannschen x'läche .F

meromorphe Kovariant'e g@) gehört zur Klasse @, rvenn sie die folgen-
den Bedingungen erftillt:

1" Die Perioclen I V cl,z längs clen
JI

zerlegenden ZykIen d sind gleich

Null (woraus folgt, dass alle Residuen 'vo:n q verschwinden);
2o rst G eine beliebige nichtkompakte Teilfläche, deren relativer

Rand l,, aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer Kurven
besteht, und g(z) eine beliebige nichtkonstante in G U fo meromorphe
Funktion, so gibt es drei (nur von E , g .und G abhängige) Konstanten
A, B and C, so dass

T (q, q, K) < A. T (5, K) + B. )"K + C

fiir jede kompakte Teilfläche K cG mit dem Rande 7||u lK (wo auch
-1. aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer Kurven besteht).

Aus der Definition folgt lvegen

T(kV) 
=T(V) 

+b (a,b Konstanten)

§atz 4.1. Dic, Ifenge @ ist ein linearer Raum.

g, deren absoluter

lE)'d,rdy - L)( co .

der

7. Speziell enthält der Raum @ alle Kovarianten
Betrag iiber die Fläche I quadratisch integierbar ist , 

.l' .[

\
).y

{+ t(l/k0
).y
rr
I

= 
),17' I

J
0

lr'1'* lrus' l
/-y;o

V clz

i.y

({ i#

log* # o^)'ool

o^)'
du
d1

'2
i

ldl
I

1

folgt nämlich
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LK

{ log+ ),y I log+ D ,

worau§ sich leicht ergibt, dass die Bedingung in der Definition 4.1 mit
A :0 erfiillt ist.

8. Zwischen dem Körper $ und dem linearen Raum (D hesteht
ein enger Zusammenhang, wie aus dem folgenden Satz hervorgeht:

Satz 4.2. Die Menge

ldr _l

it, *: 9,f eindeutig, Ee@i

ist identisch mit dem Körper $ .

Bewe'is.lo Es sei g € @ und f : J' p d,z einde'abig; dann gilt

trtr(,f, oo, K) : N(p, a, K),
rft

nl(f ,@,1'*) ( * J logF 1/12)l d,a (z,I'*,K) t ,log2
fy

rr
= ; J log+ i/(e) - f (rr')l di,,(" , rK, I{)

I'7i

tl'3
' - J log+ l./(zo)l d,a (2, f*,K) + itogt- ,n 

,,u

(z€ l* und zoe fn liegen auf derselben l{iveaukurve ä : Konst.)

m(8, K) * tn(f, .o, Io) + ] fog :

l'g 0

und ferner

T(f ,q,K)<ff(q,* ,K)+m(9,1{)+ ]f"g t:T(v,r,1i)+ I togz,

woraus folgt, dass p€ @ die Relation 1å3 irrpf iziert.
df

2" Es sei umgekehrt, / € $ und E : dz ; u'ie oben erhält man

T (q, oo, K) < f (f , q, K) + 2ru(f , a, J-o) + log 2 .

Weil die Grösse m(f , a , /lo) eine endliche von K unabhängige

obere Grenze besitzt, gilt ferner
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f @, @ ,K). f ff, @ , K) + a, (a Konstante),

woraushervorgeht,dassaus f e F dieRelation ge O folgt.

9. Sind g, und 92 zwei Kovarianten des Raumes @ mit denselben
Perioden, so ist die Differenz g : gr - g, eine Kovariante von @ mit
einer eindeutigen Integralfunktion /€ $, woraus

dz ff€ 8)

folgt, d.h. alle Kovarianten von @ mit denselben Perioden können aus
einer von ihnen durch Addieren der Ableitung einer beliebigen Funktion
/€ $ erhalten werden.

Enthält der Körper $ nur Konstanten, sind die Kovarianten von
@ durch ihre Perioden eindeutig bestimmt.

I0. Wir erwähnen noch eine Eigenschaft der Kovarianten des Rau-
mes @. fst -[ ein Randelement, das eine Umgebung G vom Gesc]rlecht
Null besitzt, so ist die Intogralfunktion f : I V d," einer beliebigen Ko-
variante g e O eindeutig in G , wie sich leicht aus der Bedingung lo
in der Definition 4.1 ergibt. Nach den Nummern 8 und 5 ist 1 keine we-
sentliche Singularität fiir /.

r0
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