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1. Einleitung

1. Auf einer nullberandeten Riemannschen Fliche von endlichem
Geschlecht sind die einfachsten meromorphen Funktionen rationale Funk-
tionen, die alle komplexen Werte hchstens n-mal annehmen (n endlich).
Auch auf Flichen von unendlichem Geschlecht existieren in gewissen Fillen
nichtkonstante meromorphe Funktionen, die ebenfalls alle Werte hochstens
n-mal annehmen; derartige Funktionen, die, wie die rationalen Funktionen,
einen Kdorper f, bilden, sind in [3, 4, 5] untersucht worden.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, auf einer beliebigen nullberande-
ten Riemannschen Fldche F eine Klasse § von »quasirationaleny
Funktionen zu definieren, die immer dann, wenn auf F nichtkonstante
Funktionen der Klasse f, existieren, mit f, identisch ist.

2. Die lokale charakteristische Funktion

2. Es sei G eine (kompakte oder nichtkompakte) Teilfliche von F,
deren relativer Rand [') aus einer endlichen Anzahl geschlossener ana-
lytischer Kurven besteht. Um die Wertverteilung einer in G U I', mero-
morphen Funktion f(z) zu untersuchen, bilden wir die lokale cha -
rakteristische Funktion von f, die im folgenden definiert
wird. Zuerst fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

K: Eine kompakte Teilfliche von @, deren Rand aus I', und aus
einer endlichen Menge [x geschlossener analytischer Kurven besteht;

o(z, I'y, K): Diejenige in K harmonische Funktion, die auf I, ver-
schwindet und auf Iy einen solchen konstanten Wert A, besitzt, dass

/%w (#,1I'x,K)ds = 2n;
T

o (2, I'y, K): Die konjugierte Funktion von o (z, Iy, K) ;

I, : Die Niveaukurve w (2, I'x, K) = 7 ;

K, : Die Teilfliche {z;w (z, [k, K) < 4} ;

[w, , wp] : Der chordale Abstand der auf der Riemannschen Kugel lie-
genden Bildpunkte der Punkte w, und w, der komplexen Ebene:
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1 1 _ )
m(f,w, I) = Q—n/log 7. wl do (z, I'c, K);
1

n(f, w, K,): Die Anzahl der Nullstellen von f(z) — w in K;;

‘K
N(f,w,K):/n(f,w,K;.)dl;
0

T(f,w,K):1\7(f,w,K)+m(f,w,FK)—m(f,zo,FO)

T
+ E;/darg (f(z) — w);

1(f, K,) / / 5~ dxdy : Der sphirische Inhalt derjeni-

gen Rlemannschen Flidche, auf welche die Funktion f(z) die Teilflache
K, abbildet;

‘K
1
T(f, K) :;/A(f,](l)dlz Die lokale charakteristische
0

Funktion.

3. Fir die Funktionen 7' (f,w, K) und 7T (f, K) beweisen wir den
folgenden
Satz 2.1. Die Grosse T (f,w, K) ist von w unabhingig, und es gilt

T(f>w3K):T(f>K)+c'7”K>

wo ¢ eine nur von f und [, abhingige (also von K und w unabhéin-
gige) Konstante ist.
Beweis. Es seien w; und w, zwei komplexe Zahlen; dann gilt

d
Ej: (777’(f5 Wy, R) —m (f7 Wy, F/))

= w, f— w,
/ log = do = / d arg Fw

Ist w, = oo, so fehlt der Nenner im letzten Integral. Nach dem Argumen-
tenprinzip folgt hieraus
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d
h(i—l— (nl(f7201? r/_) - ﬂl(f, Wy » F}))

1 [ —we
fw2’ —nfwl’ /)_‘"E dargf_
und ferner durch Integration zwischen den Grenzen A =0 und 1= g
m(f,wy, I'x) —m(f,wy, ') — (m(f,wy, Iy) — m(f, w,y, I}))
A f— We
=N(f,wy,, K) — N(f,w;, K —!—E;/dargf"
I

oder
T(f,w,K)y=T(f,w,, K),

woraus folgt, dass die Grosse T'(f,w, K) von w unabhingig ist. Multi-
pliziert man die Gleichung

T(f>w’K)ZAT(ffwaK)+m(f’w’FK)_m(f7waro)

A
+ 5 [ 4 arg(f) — w)

I'o
mit dem sphérischen Flachenelement
do (w)
(I + lw*?

und integriert tiber die Riemannsche Kugel R, so ergibt sich (weil das
itber die ganze Kugel genommene Integral

1
/R/ log RN dr (w)

von w, unabhingig ist)

a-T(f,w,K)= // N(f,w, K)dr(w)

// [/ d arg (f(z) — w)] dr (w)
Fy

1
T(f3w:K)=;/A(f’K}.)d}'+clK:T(f9K)+CAK;

0

dr (w) =

wenn
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1
CZZ_JtE// [/darg(f(z)—w) dr (w)

I

gesetzt wird, wo ¢ die Bedingungen des Satzes erfiillt. Der Satz 2.1 ist
damit bewiesen.

3. Die Klasse & meromorpher Funktionen

4. Wir kénnen nun mit Hilfe der lokalen charakteristischen Funktion
T(f, K) eine Klasse ¢§ auf F meromorpher Funktionen definieren.

Definition 3.1. Kine auf der (nullberandeten) Riemannschen Fliche F
meromorphe Funktion f(z) gehort zur Klasse & , wenn sie die folgende
Bedingung erfiillt: Ist G eine beliebige nichtkompakte Teilfldche, deren
relativer Rand [I', aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer
Kurven besteht, und g¢(z) eine beliebige nichtkonstante in G U I}, mero-
morphe Funktion, so gibt es drei (nur von f, ¢ und G’ abhingige) Kon-
stanten 4, B und C, so dass

T(f,K)<A-T(g,K)+B-ax+C

fiir jede kompakte Teilfliche K ¢ @ mit dem Rande I3 + [k .
Aus der Definition folgt unmittelbar, wegen

T(fi+HL)=T(f) +T(fa) a2+,
Tfi L)YST(f)+T(fo) +a - ik (@,b,a Konstanten),
7 () 7.

S

der
Satz 3.1. Die Menge & ist ein Korper.

5. Spezielle Fille. Wir untersuchen nun die Klasse & in einigen spe-
ziellen Fillen. Ist F eine Flidche, auf welcher nichtkonstante meromorphe
Funktionen der Klasse f, existieren (d.h. Funktionen, die alle komplexen
Werte hochstens n-mal annehmen; vgl. [3]), so ist § = f,. Wir zeigen
zuerst, dass aus f€ §F die Relation f € f, folgt; zu diesem Zweck wih-
len wir als @ das Komplement einer kompakten Teilflaiche und als g(z)
eine beliebige Funktion der Klasse f;. Weil

T(g,K)<n- i
fir alle K c G gilt, folgt aus der Definition 3.1
T(f,K)=nd+ B)ix+0;
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dann muss aber der sphirische Inhalt A (f, &) der Bildfliche von & end-
lich sein, woraus f€f, folgt ([3]). Umgekehrt gehort jede Funktion von
fy zu §. Aus T(f, K) < n- A folgt nimlich, dass die Bedingung in der
Definition 3.1 von der Funktion f mit 4 = C =0 und B = n fir jede
Funktion ¢ erfiillt ist. Es ist also § = f,.

Es gibt auch solche nullberandeten Riemannschen Flédchen, auf wel-
chen die Klasse § nur Konstanten enthélt. Nach einem Beispiel von
M. Heins [2] existiert nidmlich eine nullberandete Riemannsche Fliche F
und eine Teilfliche G von F, so dass auf G nichtkonstante beschrinkte
analytische Funktionen existieren, aber keine auf der ganzen Flache F
meromorphe Funktion f in dem einzigen Randelement von & einen
Grenzwert besitzt. Auf dieser Fliche ist jede Funktion f von $§ eine
Konstante; denn aus 7' (f, K) < A ¢ + B folgt ([3]), dass f im Rand-
element von G einen Grenzwert besitzt und somit sich auf eine Konstante
reduziert.

Wir machen noch eine allgemeine Bemerkung iiber die Funktionen
der Klasse . Ist I ein Randelement, das eine Umgebung G vom Ge-
schlecht Null besitzt, so kann I keine wesentliche Singularitit fiir eine
Funktion f der Klasse § sein. Weil nimlich im vorliegenden Falle in
G beschrinkte analytische Funktionen existieren, so gilt 7'(f, K) = 4 - A
fiir alle K € @&, woraus folgt, dass f keinen Wert unendlich oft annehmen
kann. I ist dann keine wesentliche Singularitit fir f.

4. Die Klasse @ meromorpher Kovarianten

6. Im vorliegenden Paragraphen betrachten wir eine Klasse meromor-
pher Kovarianten, die in engem Zusammenhang mit den Funktionen der
Klasse § stehen. Es sei @(z) eine auf einer nullberandeten Riemannschen
Fliche meromorphe Kovariante, deren Residuen in allen Polen verschwin-
den. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

1 : -
m(p, K) = 2ﬂ]log"r / (pdzidw(z,FK,K), wo z €1y, 2€ 1k
I'k ‘

%o

und das Integral / @ dz lings der Niveaukurve (z, Ik, K) = Konstante
genommen ist;

%

(@, ©,K;): Die Summe Y (u(z) —1), wo u(z) die

5, €K,

1 A
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Ordnung des Poles z; von ¢ bedeutet;
ik
N((P’ OO;K) = /7&(¢,OO,K/)dZ.
0

T@,o,K)=N(g,0,K)+m(p, K).

Mit Hilfe der obigen Bezeichnungen definieren wir nun die Klasse @
meromorpher Kovarianten auf folgende Weise:

Definition 4.1. Eine auf der (nullberandeten) Riemannschen Fliche F

meromorphe Kovariante ¢(z) gehort zur Klasse @, wenn sie die folgen-
den Bedingungen erfiillt:

1° Die Perioden j @ dz lings den zerlegenden Zyklen d sind gleich
d

Null (woraus folgt, dass alle Residuen von ¢ verschwinden);
2° Ist G eine beliebige nichtkompakte Teilfliche, deren relativer
Rand I}, aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer Kurven
besteht, und g¢(z) eine beliebige nichtkonstante in G U I}, meromorphe
Funktion, so gibt es drei (nur von ¢ ,g und G abhingige) Konstanten
A, B und C, so dass
T(@,0.K)=4-T(g.K)+ B2+ C

fir jede kompakte Teilfliche K C ¢ mit dem Rande I, U Iy (wo auch
I’k aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer Kurven besteht).
Aus der Definition folgt wegen

T(pr 4 72) = T(py) + T (qa) + @,
The)=T(p)+ 0 (@ ,b Konstanten)

der
Satz 4.1. Die Menge @ ist ein linearer Raum.

7. Speziell enthilt der Raum @ alle Kovarianten ¢, deren absoluter
Betrag iiber die Flache F quadratisch integierbar ist: /4 f lp2dedy = D<oo.
s

dw
Aus den Ungleichungen <W() p = — )

dz
. S ., K
1 | Y A N
Py log / (,rdz1 do = log l;/ i di dw[ ,
I'g % [k 0
LK LK
( dw d)>2 _, [ dw ? 7
an )=

folgt ndwmlich
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dw |* _
T(p,o,K)=m(p, K) = logt )»K—§—log < }dl )dw

< log* g + log™ D,
woraus sich leicht ergibt, dass die Bedingung in der Definition 4.1 mit
A = 0 erfiillt ist.

8. Zwischen dem Korper § wund dem linearen Raum @ hesteht
ein enger Zusammenhang, wie aus dem folgenden Satz hervorgeht:

Satz 4.2. Die Menge

p :
{f,d—J; = ¢, f eindeutig, @E@}

ist identisch mit dem Korper & .
Beweis. 1° Es sei ¢ € @ und f= j @ dz eindeutig; dann gilt

N(f,©,K)=N(p, o, K),

1 1
n(f o0, ) = 5 /bg* @) do (. I'e, K) + 5 log 2
I'x
1 N al
< 5 logt [f(z) — f(z) dov (=, I'x . K)
I'r
1 3
+-;:;/10g fzo d()( ,FK,I{) -%__,Z—log:z
27
Ji e o = Konst.)

(z€I'y und z,€ T, liegen auf derselben Niveaukurv

3
K) + m(f, 0, Iy) —{—‘—)logiz

= m(p

und ferner
T(f,0,K)<N(p,0,K)+m(p,K)+ 5 log2="T(y.x.K)+
woraus folgt, dass ¢ € @ die Relation f€ § impliziert.

d
2° Es sei umgekehrt f€F und ¢ = E{i’ wie oben erhélt man

T(p,w, K)ST(f,o0,K)+2m(f,w, ;) + log2.

eine endliche von K unabhingige

Weil die Grosse m(f, oo, I})
obere Grenze besitzt, gilt ferner
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T(p,0,K)=T(f, 0o, K)+ a (¢ Konstante),
woraus hervorgeht, dass aus f€ F die Relation ¢ € @ folgt.

9. Sind ¢, und ¢, zwei Kovarianten des Raumes @ mit denselben
Perioden, so ist die Differenz ¢ = ¢, — ¢, eine Kovariante von @ mit
einer eindeutigen Integralfunktion f€ §, woraus

af
¢1:‘P2‘|‘$ (f€F)

folgt, d.h. alle Kovarianten von @ mit denselben Perioden konnen aus
einer von ihnen durch Addieren der Ableitung einer beliebigen Funktion
f€F erhalten werden.

Enthilt der Koérper § nur Konstanten, sind die Kovarianten von
@ durch ihre Perioden eindeutig bestimmt.

10. Wir erwidhnen noch eine Eigenschaft der Kovarianten des Rau-
mes @. Ist I ein Randelement, das eine Umgebung G' vom Geschlecht
Null besitzt, so ist die Integralfunktion f = f ¢ dz einer beliebigen Ko-
variante ¢ € @ eindeutig in (', wie sich leicht aus der Bedingung 1°
in der Definition 4.1 ergibt. Nach den Nummern 8 und 5 ist I keine we-
sentliche Singularitat fir f.
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