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l. fn den zwei ersten Teilen unserer Arbeit [2], [3] sind zwei Klassen

von meromorphen n'unktionen (bzw. Kovarianten) betrachtet worden:

Der Körper /, derjenigen auf einer nullberandeten Riemannschen

Fläche -l' meromorphen Funktionen, die alle komplexen Werte höchstens

n-mal annehmen;
Der lineare Raum @o der Kovarianter g : fa mit / € /o und

I I l"@)l'd,o < a (G kompakt) .

JJ
F_G

Uber meromorphe Funktionen auf endlich vielblättrigen
Riemannschen Flächen III

Im vorliegenden dritten Teil u'erden einige Unterklassen von /o und
@o untersucht.

2. Es sei f(z) eirc auf einer nullberandeten Riemannschen X'Iäche .F'

meromorphe Funktion, die ausserhalb einer kompakten Teilfläche Go

den Ungleichungen

(1)

geniigt. Dann ist die tr'unktion u, : log l/l auf .F' eindeutig und bis auf
endlich viele Singularitäten harmonisch; ferner gilt in F - Go

Iognr,3u{logM,

woraus folgt (s. [4], S. 325), dass

dlogJl}
A,Z 

I

d,z

| | lgrad utz d,o - | |
F-G, F-Go

lo
| | @P d,o 1@ (Gokornpakt) .

F-Go

Ferner besitzt a die folgenden trigenschaften:
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2" Die Perioden I a ilz sind fiir alle Zyklen y rein imaginär und

von der Eorm Znin (n ,in garrze Zahl).
3o WennderZyklus d dieFläche .F inzweiTeilezerlegt,: I: FrU Fz,

so dass Gn c 1r, so ist

f dbg[ 
o,J -d=

0Go

Die Anzahl der lf,ullstellen, n(f ,

len Anzahl der a-Stellen.
6o Es gilt

Gi - n(1, @, Gu) -
d,z:- 0.

I

I ad,z: o.
!

Die ll,ichtigkeit der Behauptung 3o folgt daraus, dass / lalz do < a
uncl das harmonische lVlass d.es idealen Randteiles von .F,, !t"i"t Null ist
([4], S. 328).

4o fst z : zo ein k-facher Pol (bzrv. eine fu-fache Nullstelle) von /, so

besitzt u in z: zo einen einfacherr Pol mit dem Residuurn fu (bzw. - k).
5o Die tsunktion .f nimmt die Werte 0 urrd co gleictr oft an; denn

es gilt

I od,z:tt
I

fiir jeden Zyklus y, det ausserhalb einer gewissen konrpaktel 'Ieilfläche
G liegt.

Beweis von 6o. Es sei I- diejenige z-blättrige Uberlagerungsfläche
der rz-Ebene, auf welche die Funktiorl /tb : f(z) die Fläche -ä' konform
abbildet, und -E die Menge der komplexen Werte, die / auf .F' weniger
als z-mal annimmt. Die Kapazität von .0 ist gleich Null (2, Satz 3.5).
Weil die Punkte w: 0 und 'u : e nach 5o nicht zu .E gehören, kön-
nen 'wir ein Gebiet G* der zo-Ebene finden, das die Punkte 0 und oo ent-
hält urrd die }Ienge .O auslässt. Die Teilfläche G von -F., deren Spur-
punktmenge in der zr-Ebene die Nlenge G* ist, ist auf -F'. kompakt und
erfilllt die Bedingung 6o.Es sei nämlich y einZyklus, der in F*-G liegt,
und 7 seine Spur, wobei diejenigen Puukte, auf l'elchen k Punkte von z
liegen, lo-fach mitgenommen werden. Dann gilt

rr
lad,z: ld,togw:0,i ,i.

weil die Kurve 7. ausserhalb des Gebietes Gn liegt,.

nu.0.

:=: t ff
J

0Go

0, F),



Lnunr Mvnnrun,c, uber meromorphe I'unktionen

4. Umgekehrt,, wenn eine meromorphe Kovariante a die Bedingungen

Io und 2o erfiillt, so ist

f@): sI"d'

eine eindeutige meromorphe x'unktion, die der Bedingung (t) geniigt.

Hieraus folgt aber ferner, dass o auch die Eigenschaften 3o - 6o besitzt.

Alle Kovarianten, die die Bedingungen 1o - 6o erfiillen, bilden einen

linearen Raum .L, dessen Multiplikatoren ganze rationale zahlen sind. Der

Rarrm Z ist ein lJnterraum von @0.

Die Funktionen f : "f 
"o' mit a e L bilden eirte multiplikative

Gruppe l-, die eine Untergruppe von /o ist'
S. Es v'ird noch eine Produktclarstellung fiir die X'unktionen der Gruppe

J. mit Hilfe von gewissen Kovarianten des Raumes @o gegeben. Es sei

a(z,a,b) eine meromorphe Kovariante mit folgenden Eigenschaften:

a) Die einzigen singularitäten von a(z,a,b) sind einfache PoIe mit

den Residuen I und -1in den Punkten a und Ö'

b)

c) Die

Es sei

NullsteIIen
Polen aL,.

{{
perioden { a(2, a, b) dz auf den Zyklen y sind rein irnaginär.

v

d.anl ,f (r) eine meromorphe Funktion der Gruppe f mit derr

b r, . . . , bn (k-fache Stellen k-rna1 mitgerromnlell) und

. . , (f,n. Dann ist die Differenz,

d Log ,fq(z): i; I (Y(2, tL;, bi)
i:1

eine auf f a,nalvtische I(ovariatlte, fiir rvelche

'q (:)1,2 clo <1 cc

gilt und fiir welche alle Perioden J rp dz r-ein imagiuiir sincl. \\'eil tlie !'läche

.F' nullberandet ist, folgt hierauu'n:0 ocler

d, Log f
u(2, &i, bi) ,

d,z

.[, I

n\l
L,j: I

(2) f (r) :-- CTI
i:1

eJ"(2, 
ul, bi) dz 

(O Konstante)

Dies ist die gesuchte Produktdarstellung. Die X'aktoren des Produktes sind

i.A. nicht eindeutig, sondern sie sind rnultiplikative X'unktionen, die beirn



gilt. Dann ist

aus folgt, dass

(3)
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Umlaufen eines Zyklus mit eirrem Faktor ei"' (o reell) multipliziert wer-
den.

6. Es sei /(z) eine beliebige meromorphe X'unktion des Körpers /0,
die somit alle komplexen Werte n-mal annimmt, höchstens von einer
Menge E yan Kapazität Null abgesehen. Ferner seien o und b zwei
komplexe Zahlen, die nicht zu .E gehören. Dann gibt es zu'ei positive
reelle Konstanten, m und M, ur-.d eine kompal<te Teilfläche G, von .ä,

derart, dass in I -- Go

ltl =" lra -=l =

f (r) _ b eine lTunktion der Gruppe l-, \\ror-

iede tr'unktion des Körpers ,f n in der X'orm

Afr(z) + B

dargestellt werden kann, wo fr@) e l. Umgekehrt, jede X'unktion von
cler X'orm (3) mit f, e I gehört ,, fr.

Zusammenfassend haben wir den folgenden

Satz: Die meromorphen Funktionen, die auf einer nullberandeten Rie-
mannschen X'läche ? ausserhalb einer kompakten Teilfläche Go den
Ungleichungen (l) geniigen, bilden eine multiplikative Untergruppe -1.

des Körpers /r.
Die auf .E' meromorphen Kovarianten mit den Eigenschaften lo und

2' bilden einen linearen Raum Z, dessen Multiplikatoren ga,nze rationale
Zahlen sind. Z ist ein Unterraum des Raumes @0.

Aus /€J' folgt ,:ryff rr, und urngekehrt: Aus ae L folgb

f :rr"o'er.
Jede Funktion / von J' und die zugehörige Kovariante a haben die

Eigenschaften lo - 6o. X'iir f gilb die Produktdarstellung (2).

Die Menge der x'unktionen \ron der x,orm 
## U e l; A, B, C, D

komplexe Zahlen) ist identisch mit dem Körper /r.
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