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Uber meromorphe Funktionen auf endlich vielblittrigen
Riemannschen Flichen III

1. In den zwei ersten Teilen unserer Arbeit [2], [3] sind zwei Klassen
von meromorphen Funktionen (bzw. Kovarianten) betrachtet worden:

Der Korper f, derjenigen auf einer nullberandeten Riemannschen
Fliche F meromorphen Funktionen, die alle komplexen Werte hochstens
n-mal annehmen;

Der lineare Raum @, der Kovarianten ¢ == fe mit f€ f; und

// la(z)]2do < oo (G kompakt) .
F-G

Im vorliegenden dritten Teil werden einige Unterklassen von f, und
@, untersucht.

2. Es sei f(z) eine auf einer nullberandeten Riemannschen Fliche F
meromorphe Funktion, die ausserhalb einer kompakten Teilfliche G,
den Ungleichungen

(1) 0<m = fz) =M<

geniigt. Dann ist die Funktion « =log |f| auf F eindeutig und bis auf
endlich viele Singularitdten harmonisch; ferner gilt in F — G,

logm =u <log M,

woraus folgt (s. [4], S. 325), dass

I [ []122

oo .

lo
3. Die Kovariante ¢ == dff erfiillt somit die Bedingung
1° // |a]2do < oo (G, kompakt) .
F—G,

Ferner besitzt o die folgenden Eigenschaften:
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2° Die Perioden [eadz sind fiir alle Zyklen y rein imagindr und
Y
von der Form 2min (n eine ganze Zahl).

3° Wenn der Zyklus d die Flidche F in zwei Teile zerlegt: # = F; U F,,
so dass Gy CF,, soist
/ adz = 0.

d
Die Richtigkeit der Behauptung 3° folgt daraus, dass [/ |a|? do << o
F,

und das harmonische Mass des idealen Randteiles von F, gzleich Null ist
([4], S. 328).
4° Ist z = z, ein k-facher Pol (bzw. eine k-fache Nullstelle) von f, so
besitzt « in z =z, einen einfachen Pol mit dem Residuum £k (bzw. — k).
5° Die Funktion f nimmt die Werte 0 und oo gleich oft an: denn
es gilt
n(f, 0, F) — n(f, oo, F) = n(f. 0, G,) — n(f, .Gy =

d log
/ dffdz.—_-/adz-—-o.

96, 096G,
Die Anzahl der Nullstellen, n(f, 0, F'), ist = n, d.h. gleich der norma-
len Anzahl der a-Stellen.
6° BEs gilt
/ adz =0
v

fir jeden Zyklus yp, der ausserhalb einer gewissen kompakten Teilfliche
G liegt.

Beweis von 6°. Es sei F, diejenige n-blittrige Uberlagerungsfliche
der w-Ebene, auf welche die Funktion w == f(z) die Fliche F konform
abbildet, und E die Menge der komplexen Werte, die f auf F weniger
als n-mal annimmt. Die Kapazitdt von £ ist gleich Null (2, Satz 3.5).
Weil die Punkte w = 0 und w = oc nach 5° nicht zu E gehoren, kon-
nen wir ein Gebiet @, der w-Ebene finden, das die Punkte 0 und o ent-
halt und die Menge FE auslisst. Die Teilfliche ¢ von F,, deren Spur-
punktmenge in der w-Ebene die Menge @, ist, ist auf F, kompakt und
erfiillt die Bedingung 6°. Es sei ndmlich y ein Zyklus, der in F, — G liegt,
und y seine Spur, wobei diejenigen Punkte, auf welchen £ Punkte von y
liegen, k-fach mitgenommen werden. Dann gilt

/adz:/(llogw-——o,

v Tw

weil die Kurve y, ausserhalb des Gebietes ¢, liegt.
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4. Umgekehrt, wenn eine meromorphe Kovariante « die Bedingungen
1° und 2° erfiillt, so ist

floy =/ "

eine eindeutige meromorphe Funktion, die der Bedingung (1) geniigt.
Hieraus folgt aber ferner, dass « auch die Eigenschaften 3° — 6° besitzt.

Alle Kovarianten, die die Bedingungen 1° — 6° erfiillen, bilden einen
linearen Raum L, dessen Multiplikatoren ganze rationale Zahlen sind. Der
Raum L ist ein Unterraum von @,

Die Funktionen [ = ¢/ " mit « €L bilden eine multiplikative
Gruppe I, die eine Untergruppe von f, ist.

5. s wird noch eine Produktdarstellung fiir die Funktionen der Gruppe
I" mit Hilfe von gewissen Kovarianten des Raumes @, gegeben. Es sei
a(z, @, b) eine meromorphe Kovariante mit folgenden Eigenschaften:

a) Die einzigen Singularitdten von a(z, a, b) sind einfache Pole mit
den Residuen 1 und —1 in den Punkten a und b.

b) // la(z, @, b)? do < o (G kompakt) .

fo s
¢) Die Perioden [a(z, a,b) dz auf den Zyklen y sind rein imaginar.

Y
Es sei dann f(z) eine meromorphe Funktion der Gruppe [’ mit den

Nullstellen by, ...,0, (k-fache Stellen k-mal mitgenommen) und
Polen a, ..., t, Dann ist die Differenz
d log f "
(/J(Z) = "—dz'i‘ — ,‘2—1 ll(g/, o, b,)

eine auf F analytische Kovariante, fiir welche

// () do < ©

Jo

-
gilt und fiir welche alle Perioden /¢ dz rein imaginér sind. Weil die Fliche
F nullberandet ist, folgt hieraus’ ¢ =0 oder

dlog f n
,__d—z— == Z ({(2, a;, bl) s

i=
dz

(2) fo) = CTT /& * (€ Konstante) .
i=1

Dies ist die gesuchte Produktdarstellung. Die Faktoren des Produktes sind
i.A. nicht eindeutig, sondern sie sind multiplikative Funktionen, die beim
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Umlaufen eines Zyklus mit einem Faktor e (o reell) multipliziert wer-
den.

6. Es sei f(z) eine beliebige meromorphe Funktion des Korpers f,,
die somit alle komplexen Werte n-mal annimmt, hochstens von einer
Menge E von Kaparzitdt Null abgesehen. Ferner seien ¢ und b zwei
komplexe Zahlen, die nicht zu F gehoren. Dann gibt es zwei positive
reelle Konstanten, m und M, und eine kompakte Teilfliche G, von F
derart, dass in F — @,

z
gilt. Dann ist aber f;(z) = ;gz) S eine Funktion der Gruppe I', wor-

aus folgt, dass jede Funktion des Kérpers f, in der Form

Af:(z) + B

(3) fz) = Of 2 £ D (4, B, C, D Konstanten)

dargestellt werden kann, wo f,(z) € I. Umgekehrt, jede Funktion von
der Form (3) mit f, € I gehort zu f,,.
Zusammenfassend haben wir den folgenden

Satz: Die meromorphen Funktionen, die auf einer nullberandeten Rie-
mannschen Flidche F ausserhalb einer kompakten Teilfliche G, den
Ungleichungen (1) geniigen, bilden eine multiplikative Untergruppe I’
des Korpers f,.

Die auf F meromorphen Kovarianten mit den Eigenschaften 1° und
2° bilden einen linearen Raum L, dessen Multiplikatoren ganze rationale
Zahlen sind. L ist ein Unterraum des Raumes @,

log f

Aus f€I folgt « = _d7 € L, und umgekehrt: Aus « € L folgt

f= " er.
Jede Funktion f von I' und die zugehérige Kovariante « haben die
Eigenschaften 1° — 6°. Fiir f gilt die Produktdarstellung (2).

Qf + D ( ’ ’ >
komplexe Zahlen) iStl identisch mit dem K('jrper fO'

Die Menge der Funktionen von der Form
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