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Eine Verallgemeinerung der Betragstunktion im Zusammenhang mit einer
Klasse von Differentialoperatoren auf Riemannschen Flächen

fm folgenden werden auf einer Riemannschen X'läche ä solche Diffe-
rentialoperatoren zweiter Ordnung

a2a2A2AA
%r 2*z * Zan a.ay I azz 

ryz 
* b, a * br r,

betrachtet, fiir die sich in der Nachbarschaft eines Punktes P e R ein
Iokaler Parameter 2 derarb angeben lässt, dass in diesen umgerechnet der
Hauptteil konstante Koeffizienten besitzt. Es v-ird gezeigt werden, dass sich

die Hauptteile solcher Differentialoperatoren auf verallgemeinerte Ko-
varianten

G(z):'*'(')''Pr(')

zuriickfiihren lassen, rvobei Er@) ein Abelsches Differential und @t(z) ein
Abelsches Integral ist, fiir das die Perioden von Im l@rf ganzzahlige Viel-
fache von fi sind.

Weiter wird gezeigt, dass g : Re [@r] f log l9rl in einer analogen
Beziehung zu

Q@ ,y)-: ""("!)
azz(n , a) 

fiir ap(n ' 
y) + o

und zu

Q@ ,?/) -
an(fr ,Y)

, il 
fiir ctrr(r , y) - ilzz(n , y) * 0an(n,y) + azz(r

- a,^
(bzw. zrt Q : : in einen ausgearteten X'all) steht, wie die Argument-

&tt ...
funktion einer holomorphen l-unktion zu der zugehörigen Betragsfunktion.

Auf einer kompakten Riemannschen n'Iäche vom Geschlecht p lassen

sich (falis man fiir den Differentialoperator isolierte Singularitäten zulässt,
in denen sich g bestimmt verhält) alle möglich"n g* : Im t@J + arg gz.

durch Angabe eines Divisors vom Grad 4 (p - t) und Wahl eines Gitter-
punktes im 2p -dimensionalen euklidischen Raum eindeutig charakteri-
sieren.
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1. Die Kovariante O(e)

Im Parameter z (Giiltigkeitsgebiet U) sei (z : r -f i.y)
I a2 a2 02t(l.l) 4'(o" or, * 2o* a*ay I or, 

6orl

der Hauptteil eines Differentialoperators, wobei Cs ein beliebiger konstan-
ter X'aktor ist 1). Ist ä derjenige Parameter, in dem der Hauptteil konstante

Koeffizienten besitzt, ,o ist ff holomorph, von null verschiedenz) und bis

auf einen komplexen X'aktor eindeutig bestimmt. ä ist also eindeutig fest-
gelegt bis auf eine Drehstreckung der Parameterebene (von einer Translation
ganz abgesehen). Uber diese kann man so verfiigen, dass

Qtt Qtz
A--

atz (zz

im Parameter ä die Form

.cL o
(r.2) 

o c,

annimnrt, wobei

lcrl> lcri, cr' cr- L fiir det A> 0

icrl: t , c2:0 fiir det'4:0

%) cz, cr'c2: - I fiir det '{ < 0

gefordert wird. ä ist dann bis auf eine Translation und eine Drehung der
Parameterebene uur z eiudeutig festgelegt. (cr: 6,: I entspricht dem
Fall des Laplace-Operators, der von den nachfolgenclen Betrachtungen aus-

geschlossen rvird.)
Setzt man

d2

a, : G(')

und ist z' in U' giiltiger Parameter (U n U' + A), so ]rat man

1) Der Fal1, dass anstelle von C, ein beliebiget ortsabhängiger Faktor ),@, y) * 0

,steht, 'rvird in Abschnitt 3 botrachtet.

z; Nullstellen ,on !7 bedeuten Singularitäten des Differentialoperators. Diese
dz

'rverden in 4 zugelassen.
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d2 dz-

d", 
: G(z') : G(z)' 

dz, 
.

Kehrt man jedoch längs eines Riickkehrschnittes y za de:no urspriinglich

betrachteten Parameter z z.ttrirck, so wird (ent'sprechend der Willkiir von

Coin(r.r))d.erderNormierung(1.2)entsprechend.nunmehrzuwählende
pärameter 2, mit dem urspri.inglich gewähiten ä durch eine Relation der

Form

2r: do * dt' z , d, reell'

zusammenhängen. Hieraus folgt, dass G(z) längs Riickkehrschnit'ten reelle

multiplikative Period.en besitzen darf. Macht man den Ansatz

G(z): n|*i't' 
'

so ergeben sich fiir g*(r, y) die drei folgenden Bedingungen:

lo. /g* : Q

2o. Bei Parameterwechsel z' : z'(z) ist

d,z'
g*' : g* - ary 

ilz

go. X'iir die Perioden nrlg*7 von g* längs eines Riickkehrschnittes 7

gilt: nrlg*):0 (mod z).
ilz'

Da bei Parameterwechsel aw * rrur mod?n bestimmt ist, kann

man dabei (falls man nicht iiber die zulässigen Parameter einschränkende

voraussetzungen macht) wegen 2o die Periode nrlg*7 iiberhaupt nur

mod 2 z definieren. X'iir g nimmt die Bedingung 2o die Form

d,z'

d,

an. Da sich der Hauptteil A bei Parameterrvechsel z' : z'(z), Re [z'(z)] :
V(r, y), nach

transformiert, wo

g':g --Iog

O --==

aT,/
__^

dr

AY
-w

AV
^r0a

AV

A.

ist, ergibt sich aus (L.2), i, den Parameter z umgerechnet:
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( 1.3)

--9 
n

-9 
,t

_?a&zz: e-oq'(cr' sinzgx + c2'cos'g*)

ezz(r , A) c, . sin, g* * cz. cosr g,*

un(fr ,A) cz cL

g* abhängen.

rrat g längs eines Riickkehrschnittes y die periode nr?J:p, so multi-
plizieren sich beim Umlauf längs y alle a;i mit e-2p.' Ist g* :g*(r,y)
eine Grösse auf .8, rue die Eigenschaft en ro , 2o und 3o besitzt, so liefert (I.B)
den Hauptteil eines Differentialoperators, der bei geeigneter wahl des
lokalen Parameters konstante Koeffizienten besitzt. Dieser ist elliptisch,
parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem c, .c, positiv, null oder negativ
ist. Aus (1.3) folgt weiter, dass

(1.1)

und

(r.5) 0t* , y)

explizit nur von

2. Holomorphie in Abhängigkeit von einem Multiplikator

urn die in der Einleitung aufgestellte Behauptung zu beweisen, dass sich
d.ie Funktionen Q@,y) (1.4) und 6@,g) (r.5) ähnlich wie die Betrags-
funktion einer holomorphen Funktion verhalten, soll zunächst als Hilfs-
betrachtung die folgende Aufgabe behandelt werden: fr,...,f^ seien
gegebene X'unktionen -'on fr und y, und flr, ä, seien Funktionen der fr,
die iiberdies in den /, homogen von der Ordnung a seien:

HrlA ' f, ,. .

Die Funktionen f,, H* seien
differenzierbar. Es soll nun ),

dass

dabei nach allen Argurnenten z$'eimal stetig
als Funktiorl vorl fr, gl so bestimmt rverden,

Hrl).(r, a). fr@, A), . . ., )"(r, y). f"(r, y)]

f i,. Hrp"(r, y) . fr(r, A), . . ., 1(r, A). f"(r, y))

holomorphe n'unktion von z: n * i,. y ist. Die X'unktion ,tr(r, y) muss
daher so bestimmt werden, dass die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

6
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aa
a.(l"Hr) - w(A"Hr)

aa
ay (l"Hr) : a* 0"H')

a^ a^
erfiillt sind. Löst man nach ; und ä 

auf, so ergibt sich

I a^ I a - --o I Hi

1- a* 
: ;' ; (tog (Hi + Hl)) - ;'W+ HZ'

(2.1) I a^ r a - --", I Hz

1' ä : + *' i (1og (Hi+ H")) - ;' H1 + Htr'

Dies System (2.L) zur Bestimmung von )'(*, y) ist genau dann

wenn

(2.2)

ist.
Macht man den Ansatz

H3 a Ht ,og

H? aHL os

so wird. damit, falls (2.2) erfiilt ist, den X'unktionen ä1, (bei gegebenen

eine X'unktion g(r,y) zugeordnet' Um sie aus (2'3) zu berechnen'

),(*,y) die wegen (2.2) existierende Lösung Yon (2'I)' Setzt man

),(r, y)' f,(r, il : f,@, A)

Hrlir, "',i"1: fr.,

so ist å, * d' fi, holomorph. Nach (2'1) ist somit (i : const')

ul lfr, 1 d

-- - - : -- .-:-(log(ä! +HZ»E'r+u| ov Hz 2 or
(2.4\ u'i oH, I a

---'-:
H'i + Hi or H2 z a; 

(Iog (äl + Hi»'

Da andererseits die Hr in den /, homogen sincf ist

(H, + o)

*(:#;)
a lHr\

l-.-l

or \grl '

integrabel,

(2.3)

f')
sei
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HI FI, HI
Hz frr' H?+A

und somit nach (2.3) und (2.1)

n;
Hi+H3

1l 4

li u? + Hi.

3. Ditterentialgleichung der verallgemeinerten Betragstunktion

Damit man einen lokalen Parameter ä so wählen kann, dass in diesem
der Hauptteil -4 eines Differentialoperators die Form (1.2)hat, miissen die
oij gewissen Relationen geniigen. Diese lautens):

a) rst der Differentialoperator elliptisch od.er nicht-ausgeartet hyper-
bolisch (d.h. ist arr! arrg0), so miissen die a;1 z,,ei (und damit auch
allen drei) der nachfolgenden Kriterien geniigen:

Kriterium I:
(ar, * arr)z - c . (enazz - a?r),

bolischer Fall).
Kriteriuru, I I :

0 (nicht-ausgeartet hyper-

0ol
azz 

aa

0ona* 
a"

I oa* Oarr\
atz\ a. t an )

d loon L aazz\
arz\ a, + Ay I

0on

0at
: azz 

a"

I
2

I
,

Kriterium I II :

(a,, ilr)(#+ *)+
(a* ur) (9+ r ao"\

\Oy -i- Aal-

(arr+ az) Y"
0y

0c[.,^
(ar, + azz) * +

l)ar )err\
atz\ 

U 
-t- 

ö/ 
_- o

I O(Lr )clz, \cttz\ a. 
--F 

a. l- o

b) rm x''all von parabolischen Differentialoperatoren miissen die beiden
Kriterien rr, r[ erfiilit sein. rn diesem Fall tritt also die Bedingung

3) Diese Bedingungen sind fiir den Fall von elliptischen Differentialoperatoren in
[4] hergeleitet,. Fiir den Fall von parabolischen und hyperbolischen Differentialopera-
t,oren erfolgt die Ableitung ganz analog.
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attazz - a!, : 0 fiir parabolische Differentialoperatoren allein an die

Stelle von Kriterium I.

c) Im X'alI von ausgearteten hyperbolischen Differentialoperatorena) ist
ist ar, * azz- 0 (d.h. Kriterium f von a)ist mit c : 0 erfiillt). An Stelle
der Kriterien II, III tritt hier

Kriterium II*:
I A ., ,. 0or, 0o*

T' aa (eir t qiil : o" a* - at 
or

L A . n ,. 1ar, 0a,
,'A"\ah*aiil:ol AA -ap OU

Es sei noch bemerkt, dass der Grenzfall c : 4 in a) dem Laplaceoperator
entspricht: e,11 : a22t arr: 0.

Die in a), b) und c) formulierten Bedingungen driicken im wesentlichen
aus, dass die folgende X'unkt'ion Hr * i. ä, holomorph ist: Im Fall a) ist
dabei

{ lrl
W+ ";l

t/Gt
W+ aÅ { 4 o?, + (crr, - arr),

H7

larrl
(ar, * uzr)'

I arrl

(art * azz)'

att+ l@;4
c) schliessli ch

Hi

2 (o1, + a?r)

a) Es ist stets o, I azz* 0 oder a'1 | as2=0. a' f a* kann nur dann eino
isolierte Nullstelle besitzen, falls die Parametertransformation 2 :2(z) in dem be-
treffenden Punkt singulär ist (vergl. 4).

I
T

I
T

['

t,

%tt 0zz

(3. 1)

im Fall b)

(:3.2)

und im Fall

+ sign .(ar, * arr)

sign .(ar, * arr)
%tt - azz

l

H?

(3.3)
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zu setzen. Vom Standpunkt der Betrachtungen 2 aus sind H, wd H,
Funktionen :r,oln ar, &tz, &zz. Das Kriterium If (bzw. III, II*) entspricht
somit, den Gleichungen (2.a). Kriterium I stellt eine Kopplungsbedingung
zwischen den aii dar. Die X'unktionen 11, : Hrlat, qn, azzf uind Hr:
Hrlao, au, crzz) sind in den a4 homogen von der Ordnung o: - ä.

Die X'rage, wann der Hauptteil I eines Differentialoperators zweiter
Ordnung durch konforme Abbildung auf die X'orm

1. 
"o, 

),. crr, ).. c*

(c,i : const.) gebracht werden kann, läuft dann auf die X'rage hinaus, unter
welchen Bedingungen ein ),(r, y) existiert, so dass

Hrl),arr, ),a,p, larrf * i, . Hrl),ar. , ),arr, ).arrf

holomorph ist.
Als Integrabilitätsbedingung ergibt sich nach den Betrachtungen 2 die

Gleichung (2.2). Diese hat (entsprechend den Kriterien II, III) die Form

0 t t AQt 0r L lQt
(3-4) an\uA;frA' a;) + A\ 1t *qfi-idi' ay ) 

: 0 (r'(0)>0)

bzw.

At L

(3'5) a;\ --=-
Dabei;::l 

E(8)

a0\ ai I a0\
a"l+ w\TM' wl: o

azz(r , U)'

wt0) >o)

an(fr ,Y)

und (Kriterium I)

(3.6)

r@,1

qW,y)- at(r ,y) + ezz(n

5) Irn elliptischen Fall ist stets
geartet hvperbolischen FaIl dzz :

An,n

lVlanerhältdannfiir A- 3, V F(8)
att

ist in d"en genannten Fällen stets + 0.

cLn(fr ,y)
ar'r@ , il'

en(n ,A) * arr(n , y)

0. Sollte irn parabolischen oder nieht-aus-
in gewissen Punkten, so ist dort arr* 0.

Qtz

&tt

azz *
0 sein



mit c > 4 im elliptischen und c { 0 im nicht-ausgeartet hyperbolischen
Fall; im Falle parabolischer Differentialoperatoren lautet (3.6) einfach
(c: oo)

r(Q): Q

fr,@l:r-+Qz.
l)a sich die Gleichungen an : 0 und ar1 - ar, : O gegenseitig au-s-

schliessen, ist entweder .F(Q) > 0 oder i@1, O.

Im ausgearteten hyperbolischen X'alI (ar, * azz- 0) setze man

ö@,v):#3bzw.6) :ffifl
Man erhält dann (entsprechend Kriterium 1I{ ) die Integrabilitätsbedingung

all aÖ\ alr aö\(3.7) 
-l.- -t--.-l :0.
ar \t + Q2 0r' 0y \t a gz 1yl

Die Gleichungen (3.4), (3.5) und (3.7) haben die X'orm

D r Ak\ A t dkt(3.8) v* \v@' a") + * \,p(t')' ur) 
: o,

sie sind also Verallgemeinerungen der Gleichung

Le jl-) * : r: g) :,dr\k 0rl, ay\k 0yt-",
denen die Betragsfunktion h: lf@)l einer holomorphen Funktion /(z)
geniigt.

Anstelle von (2.3) erhäIt man spezieller

Alt 0o

'lt@'an:+ Aa

Ak 0g
,p(k). ay: _ 

a*

und ersieht hieraus, dass die X'unktion g(r, y) sogar harmonisch ist 7).

W. TurscnKE, Differentialoperatoren auf Riemannschen Flächen 11

6) Man vergleiche Fussnote 5); es ist stets a?, i a?' ) 0, da nur bei Vorliegen einer
Singularität (vergl. 4) alle Koeffizienten gleichzeitig verschwinden können.

?) ImFalle y(k): l rr, ft*,y1 ,eis*,,tl holomorph.Fiir(3.4),(3.5)bzw.(3.7)
ist zu setzen:

121
tp(k) : .,k)t6' tp(k) : 

Gd 
bzw' e(k): - 111.2
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Bestimmt man )"(r, y) so, dass ä4 : ).' aij den Kriterien II, III bzli'. Ifx'
geniigen, so folgt aus (2.5) unter Beräcksichtigung von (3.1), (3.2), (3.3)

(3.9) g(r , y): const. - log I tal a U^

im X'all a) und b), bzw.

(3.10) g(r , y): const. - log UA, {A
im X'aIl c).

Diese harmonische X'unktion g(r, A) wird also im Sinne von (2.3) den

x'unktionen 8 : :' und 0 : orrff;rr(or* ö : Z\, die Lö-

sungen von Gleichungen rrom Typ (3.8) sind, zugeordnet. Aus (1.3) kann
man nachrechnen, dass die X'unktion g(x,y) (3.9) bzw. (3.10) mit der in
Abschnitt 1 eingefiihrten X'unktion identisch ist. Insbesondere geniigt also

die Funktion Q@, A) (r.a) der Gleichung (3.a) und die Funktion Q@, A)
(c, * cr)'

ctcz im elliptischen ulld hyperbo-

cosz g* sin2 gx

- : ctg (2 g*)2.cosg*.sing*

lischen Fall.
Und die Funktion

a

im ausgearteten hyperbolischen X'all geniigt der Gleichung (3.7). Aus der

Bedingung 2o von I ersieht man iibrigens, wie sich Q(2, y) und Ö@, y)

bzw. Q1r, y) bei Parameterwechsel transformieren.

4. Differentialoperatoren mit isolierten Singularitäten

U sei Umgebung lron P (Parameter z: 0), U* : a - {P}. fst
g(r,A) die X'unktion (3.9) bzw. (3.10), so sei g(r, y) mn in U* als iiberall
reguläre X'unktion vorausgesetzt. Soll sich g(r, A) jedoch in ganz U
bestimmt verhalten, so muss g(r, A) in P einen logarithmischen Pol
besitzen. fst 7o die geschlossene Kurve lzl : ro (ro hinreichend klein), so

muss nach Bedingung 2o von I fiir die konjugierte Funktion gx gelten:

ny,lg*]:o(modz)

Darrach folgt ftir g(r, y):

fi,: ,2(1.1) g(r ,y) log iri + g@,3/)
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n garnz, S@,A) regulär in ganz U, und fnt G@):

G("): $/ 4" .G@) 
,

G(r) holomorph in ganz fJ, e(q + O.

-E sei zunächst eine kompakte Riemannsche Fläche Yom Geschlecht p.

Ist gr(z) ein Abelsches Differential, so ist

No - trtr- :2(P - l) ,

wobei No bzw. N_ die Anzahl der Nullstellen bzw. der Polstellen des

Differentials sind. Setzt man

log,pr(z):h*d'g{,
so geniigt, gf den Bedingungerlo,2',3o aus 1. Ist gx irgendeineGrösse,

die den Bedingungerl Lo,2o,3'geniigt und fiir die g(r,y) in isolierten

Punkten Pr @ - 1,. ..,n) Singularitäten der X'orm (4.1) besitzen darf,

so ist

@-gr)*i,'(s*-sf)
ein Abelsches Integral. Nach dem Resi.duensatz ist

ln
;'In*-(No-N-) :0,

also

13

1(p I)

n

Znr - 1(p 1)
I

m l'i* ein vorgegebener Divisor, so
k':1
ist, ein Abelsches fntegral gz + i, ' gtr ,

gibt es, falls dessen Grad"

so dass

@, I sz) -l i' (s! -f s!)

genau in P6 einen logarithmischen Pol mit dem Residuum $'np (vetgl.
(a.1)) besitzt. Bilden die yr,...,T2, eine Ilomologiebasisvon B, sogibt
es eine bis agf eine Konstante eindeutig bestimmte, iiberall reguläre, additive
harmonische Funktion gt, so dass Si I St + 9f längs allen y1 vorge-

schriebene Perioden lti' n besiLzt,, p,1 ganz (i : 1,..., 21t). gf + gt + St
geniigt somit den Bedingungen 1o, 2o, 3o.

Insgesamt ergibt sich:
Abgesehen von einer additiven Konstanten wird jedes 9*, das den

Bedingungel Lo, 2o und 3o geniigt und in isolierten Punkten Singularitäten
der oben beschriebenen Art besitzen darf, durch folgende Angaben eindeutig

charakterisiert,:
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a) durch einen Divisor vom Grad 4(p - t)
b) durch einen 2p -dimensionalen Vektor {p, , . . . , Fzp), l.ti ganz.

Dadurch (man vergl. Formel (1.3)) erhäIt man auch eine Ubersicht iiber alle
Differentialoperatoren zweiter Ordnung 8), deren Hauptteile sich durch
geeignete Wahl der lokalen Parameter in konstante Form iiberfiihren
lassen:

t-
ldrr* drrl bzw. ! "rr-l h, hat in derUmgebungvon Pr (zr:0) die
X'orm

-: ' h(l"o),
l.l &

wobei h(0) + 0 ist und h(lz*) ftir l"ol--> 0 beschränkt bleibt. Durch
verschiedene Wahl von {pr, . . . , Hzp} kann man die muitiplikativen
Perioden der ärr, drr,är, längs der yij:1,,,.,2.p) abändern.

Da der Grad des Divisors d gleich +(p - t) sein muss, gibt es bei
kompakten Riemannschen Flächen nur im Fall p : I (Torus) ein singula-
ritätenfreies g*(r, y). Ist dagegen A offen, so gibt es auf rB (vergl. [1])
eine nicht konstante holomorphe X'unktion, also auch ein nicht identisch
verschwindendes Differential erster Gattung. Da es nach dem Weierstrass-
schen Produktsatz eine holomorphe n'unktion gibt, die in vorgegebenen
Punkten Nullstellen vorgegebener Ordnung besitzt, gibt es auf -B auch ein
iiberall von null verschiedenes Differential go erster Gattung. Setzt man

log qo: go * i' gt ,

so ist gf eine Grösse, die den Bedingungen Lo, 2o, 3o aus I geniigt und die
singularitätenfrei ist. Ist dann h* i.gf ein Abelsches Integral, das nur

logarithmische Pole mit Residuen der X'orm ! , " ganz, besitzen darf und

fiir das nrlO!) :0 (mod. n) gilt (fiir alle Riickkehrschnitte Z), so erhält
man durch

st*si
eine weitere zulässige Grösse, die die Bedingungel lo, 2o, 3o erfiillt, und die
genau dann singularitätenfrei ist, falls h * d.gf von erster Gattung ist.

Eine besondere Klasse (§*) von Differentialoperatoren erhält man,
wenn g* &usser !o,2o,3o den folgenden Bedingungen geniigt:

4o. g*(*, y) ist regulär ausser in den Punkten einer abzählbaren Menge
M, die auf -E keine Häufungspunkte besitzt. In den Punkten P (z : 0)

Yon M hat g * i. g* die n'orm

s; Ändert man g* um eine additiv
dabei andere aij, falls nicht co : 0

hinzutretende Konstante ca ab, so erhält man
(mod z) ist.
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g*i,'g*:n'rogz{f(z),

n garll, /(z) holomorph.
5o. In den Punkten von M ist

R"es(2"'"tt't! :0.

Die Bedingungen 4o und 5o garantieren, dass eine Umgebung rron P durch
G(r) auf ein volles Windungsflächenelement abgebiidet wird (man vergl.
daat l4f 9). Bedingung 5o ist fiir positives z trivial. X'iir elliptische Opera-
toren der Klasse (§x) wurden, speziell fiir gewisse berandete Riemannsche
X'lächen, in [5] additive Lösungsfunktionen (mit stetig differenzierbaren
periodischen Randwerten auf den Randkurven) betrachtet.
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