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1. Einleitung.

Die analytischen Lésungen der Funktionalgleichung

(L1) J(B() =f(2)

konnen als automorphe Funktionen angesehen werden, deren Gruppe durch
die rationale Funktion R(z) erzeugt wird.

Die einfachsten Beispiele von solchen Funktionen bekommt man, wenn
als R(z) eine lineare Funktion

az + p
vz 4 0

gewihlt wird. Wir denken uns die Substitution (1,2) in bekannter Weise
auf die einfache Form

(1,2) ? =

Z=z4w
oder
2 =lz

transformiert, je nachdem ob die beiden Fixpunkte der Abbildung (1,2}
zusammenfallen oder voneinander verschieden sind. Die zugehorigen auto-
morphen reduzieren sich im ersten Falle auf die periodischen Funktionen
von z mit der Periode o, im zweiten Falle auf die doppelperiodischen
Funktionen von logz mit den Perioden 2z und log k, wenn |kl == 1.
In den genannten speziellen Fillen sind die automorphen Funktionen ein-
deutig, und sie haben die Fixpunkte der Abbildung als wesentlich singulire
Stellen. Im allgemeinen, nichtlinearen Falle, wo die Abbildung

(1,3) 2" = R(z)

nicht mehr umkehrbar eindeutig ist, hat man auch die vieldeutigen analy-
tischen Losungen der Gleichung (1,1) zu beriicksichtigen, wobei diese
Gleichung nur unter geeigneter Wahl der Zweige der Funktion f(z) be-
stehen kann. Die Untersuchung von solchen Funktionen griindet sich auf die
Theorie der Iteration der rationalen Funktionen, die in ihren allgemeinen
Zigen von Juria und Fatou entwickelt worden ist.
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Eine wichtige Rolle spielen hier die Fixpunkte der Abbildung, also die
Wurzeln der Gleichung

(1’4) R(Z) =2z.

Essei ¢ ein solcher Fixpunkt und % = R’(q) der zugehorige Multiplikator.
Man nennt den Punkt ¢ attraktiv, wenn |k| < 1, repulsiv, wenn [k > 1
und indifferent, wenn |k| = 1, wegen der geometrischen Eigenschaften der
Abbildung in der Umgebung des Fixpunktes, wenn dieselbe unbegrenzt
iteriert wird.

Indem wir im folgenden den dritten, speziellen Fall beiseite lassen, soll
die Existenz von Losungen der Gleichung (1,1) gezeigt werden, welche in
einem gegebenen Fixpunkt ein bestimmtes Verhalten aufweisen.

2. Die attraktiven Fixpunkte mit einem nichtverschwindenden
Multiplikator.

Nach der allgemeinen Theorie gibt es fiir jeden attraktiven Fixpunkt g
ein den Punkt enthaltendes offenes Gebiet D, dessen Punkte bei der
Tteration von R(z) gegen g konvergieren.

Das Gebiet D,, das entweder einfach oder unendlich vielfach zusam-
menhiingend ist, bildet das unmittelbare Konvergenzgebiet von g¢. Die
Menge aller Punkte der komplexen z-Ebene, deren durch die Iteration von
R(z) erhaltene Bildpunkte gegen ¢ konvergieren, besteht entweder aus
D, oder aus einer unendlichen Menge J(D,) von getrennt voneinander
liegenden Gebieten, nimlich aus denjenigen, welche aus D, durch Wieder-
holung der zu R(z) inversen irrationalen Operation R_,(z) erhalten werden.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir von der Schroderschen Funk-
tionalgleichung

(2,1) p(R(z)) = ky(2)

aus, wo k= R'(q) # 0, und wir bilden mit Koexies den Ausdruck
Ra(z) —

22) W) = tim 0 =

wo R,(z) die n-te Iterierte von R(z) bezeichnet. Man kann zeigen, dass der
Ausdruck (2,2) in jedem zu D, gehorigen abgeschlossenen Bereich gleich-
missig konvergent ist und somit eine dort regulire analytische Funktion
definiert, die offenbar der Gleichung (2,1) geniigt [1, s. 222].

Wir betrachten zuerst den einfachen Fall, wo M(D,) aus D, allein
besteht. Die dort definierte analytische Funktion hat dann eine Nullstelle
im Punkte ¢ und in den aus ¢ vermittels der Iteration von R_,(z) er-
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haltenen Bildpunkten. Weil diese Punkte nach Fatou die Gesamtheit der
Punkte des Randes C von D, als Hiufungsstellen haben, kann die
Funktion (2,2) iiber den Rand hinaus nicht analytisch fortgesetzt werden.
Thr Existenzbereich besteht somit aus D,.

Wir bilden jetzt die elliptische Funktion

(2,3) Et;2ni,logk)
von ¢ mit den Perioden 2si und log k. Die zusammengesetzte Funktion
(2.4) f(2) = B(log (z) ; 27i , log k)

ist dann eine in D, eindeutige, der Gleichung (1,1) geniigende analytische
Funktion, die in den aus dem Punkt ¢ durch Iteration von R_,(z) erhalte-
nen Bildpunkten wesentlich singulér ist. Sie kann iiber den Rand €' von D,
hinaus nicht analytisch fortgesetzt werden. In der Tat sind alle Punkte von
C Hiufungspunkte fiir die genannten wesentlich singulédren Punkte.

In dem allgemeinen Falle, wo M (D,) aus unendlich vielen, voneinander
getrennt liegenden Gebieten besteht, definiert der Ausdruck (2,4), der be-
ziiglich der Transformation (1,3) formal invariant bleibt, gleichzeitig
unendlich viele verschiedene analytische Funktionen, welche das zugehorige
Gebiet als Existenzgebiet haben, iiber dessen Rand hinaus sie nicht analy-
tisch fortsetzbar sind.

Die obigen Losungen von (1,1) sind von Fatou eingefiihrt worden. Sie
haben, wie schon gesagt, die ausgezeichnete Eigenschaft, in ihrem Existenz-
gebiet eindeutig zu sein.

3. Die attraktiven Fixpunkte mit einem verschwindenden Multiplikator.

Es sei jetzt ¢, ein Fixpunkt von (1,3), dessen Multiplikator verschwin-
det, also R'(g,) = 0. In diesem Falle, wo der Fixpunkt ¢, stark attraktiv
ist, konnen keine eindeutigen Losungen obiger Art existieren.

Um dies einzusehen, betrachten wir zuerst das spezielle Beispiel
(3,1) R(z) = 2P

Hier ist der Nullpunkt z = 0 ein stark attraktiver Fixpunkt, wenn p
eine ganze Zahl > 1 ist.
Aus der Gleichung

(3,2) f@E) =1

erhilt man durch die Substitution z = ¢' fiir die Funktion F(t) = f(e)
die Gleichungen

(3,3) F(t + 27i) = F(t), F(pt) = F(t).
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Aus ihnen geht hervor, dass F(f) und somit auch f(z) nicht eindeutig

’

27
sein kann. Denn mit 2x¢ héitte F(t) auch die Perioden F m=1,2,3,...)

welche fiir n— co gegen Null konvergieren. Eine analytische Funktion
nit infinitesimalen Perioden reduziert sich aber auf eine Konstante.
Aus der zweiten Gleichung (3,3) allein folgt fiir die Funktion F(t) der
Ausdruck
F(t) = E (logt;2xi,log p),

wo K wieder eine elliptische Funktion bezeichnet. Hieraus folgt fiir die
Funktion f(z) der Ausdruck

(3,4) f(z) = B (loglog z ; 271 , log p)

als eine elliptische Funktion von log log z.
Die Funktion (3,4) ist eine unendlich vieldeutige Funktion, deren ver-
schiedene Zweige in der Form

(3,5) f@) = B (log (log z 4 n - 21i))

darstellbar sind, wo @ den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. Die
zu (3,4) gehorige unendlich vielblittrige Riemannsche Fliche hat logarith-
mische Verzweigungspunkte in den iiber 2 =0 und z = oo liegenden
Punkten, und ihre Zweige werden beim Umkreis um einen Verzweigungs-
punkt geméss der Formel

Ja@) = fuia(2)
miteinander permutiert.

Wir bemerken ferner, dass im Punkte z =1 der Hauptzweig f(z)
eine wesentlich singulidre Stelle hat, in deren Umgebung die Funktion ein-
deutig ist. Zur Bestimmung der Pole von f(z) gehen wir von einem im
fundamentalen Parallelogramm liegenden Pol #, von K() aus. Aus

loglogz=1t,+m-logp +n-2m

erhilt man fiir die zugehorigen Werte von z den Ausdruck

m
Zm =20,

wo zy=e¢" denzu m = 0 entsprechenden Wert bezeichnet. Hieraus folgt

lim zm =0, lim z,=1 fiir |z <1;

Iim zp = oo, lim z,=1 fir |z >1.
In diesen Fillen sind somit die Punkte z = 0, 1, co die einzigen Héufungs-
punkte der Pole von f(z). Im Falle |z)| = 1 ist |z.] = 1 fiir jedes m, und
die Spurpunkte der Pole in der z-Ebene sind im allgemeinen auf der Kreislinie
|z] = 1 iiberall dicht gelegen.
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Wie aus dem Obigen hervorgeht, besteht ein wesentlicher Unterschied
zwischen den Fillen k£ 0 und %k = 0. Im letzteren Falle gibt es keine
eindeutigen Losungen der Gleichung (1,1), demgegeniiber lisst sich die
Funktion f(z) auf ihrer iiber die ganze z-Ebene verbreiteten Riemannschen
Flidche analytisch fortsetzen.

Wir behaupten jetzt, dass der allgemeine Fall auf den obigen speziellen
Fall zuriickgefithrt werden kann.

Es sei ndmlich

R(z) =22 4 ...

die Entwicklung von R(z) im betreffenden Fixpunkt, wo wir ¢, =0
gewihlt haben, was stets zulédssig ist. Wir bilden nun die Funktional-
gleichung

(3,6) p(R(2)) = yP() -

Sie besitzt nach BOTTCHER stets eine in der Umgebung des Nullpunktes
reguliare Losung [1, s. 28]. Ist nun F(¢) eine Losung der Gleichung (3,2),
so gibt die zusammengesetzte Funktion

(3.7 J(z) = Fy()

eine Losung von (1,1). Denn es gilt

f(R(2)) = F(p(R(2))) = F(yP(z)) = F(y(z)) = f(2) -

Als Beispiel wihlen wir R(z) = 22 — 2. Jetzt ist der Punkt z = o ein
stark attraktiver Fixpunkt.
Die Boéttchersche Gleichung lautet hier

P — 2) = 42(2) .
Wir setzen zu ihrer Auflésung
z=2cost, ) =gt
und bekommen zur Bestimmung der Funktion g¢(f) die Gleichung
9(2t) = ¢*(t) ,
woraus

arc cos

gt = ¢ =

1| n

= y(2)
erhalten wird. Die gesuchte Losung von (1,1) ist also

2
(3,8) f(z) = E (log arc cos - ; 2, log 2) .

Fir z— oo gilt hier asymptotisch
f(z) = E (log log 2) .
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4. Die repulsiven Fixpunkte.

Es sei jetzt ¢ ein repulsiver Fixpunkt von (1,3) und also

|k| = [R'(¢)] > 1.
Wir gehen im vorliegenden Falle von der Funktionalgleichung
(4,1) p(kt) = R(p(?))

aus, welche nach PoINCARE eine bis auf die Transformation ¢t bestimmte,
in der ganzen Ebene meromorphe Funktion als Losung besitzt. Es sei
t = h(z) die im allgemeinen unendlich vieldeutige inverse Funktion von
z = ¢(t). Weil dies der Funktionalgleichung

(4,2) WR(z)) = kh(z)

geniigt, so ist die vermittels der elliptischen Funktion (2,3) gebildete zu-
sammengesetzte Funktion

(4,3) f(z) = E (log h(z) ; 27, log k)

eine im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktion von z.

Zur genaueren Untersuchung der singuldren Punkte von #A(z) nehmen
wir der Einfachheit halber an, dass die rationale Funktion R(z) sich auf
ein Polynom P(z) reduziert, in welchem Falle z = ¢(f) eine ganze
Funktion von ¢ ist. Aus

g(kt) = P(g(t))
ergibt sich durch Differentiation
ke’ (kt) = P'(2)¢" (1) ,
woraus hervorgeht, dass mit #, zugleich alle Punkte
k"t m=1,2,3,...)
Nullstellen der Ableitung ¢’(tf) sind. Wir konnen hier annehmen, dass
¢ (—%) # 0, woraus folgt, dass
P'(z) =0 fir z= ¢(f).
Nun sind die Punkte
2, = @(k"z) = Po(z)

diejenigen Punkte der z-Ebene, iiber welche die inverse Funktion ¢ = A(z)
algebraische Verzweigungspunkte besitzt. Aus dem Obigen geht hervor,
dass die Gesamtheit solcher Punkte aus P, (z,) erhalten werden kann, wo
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z, sidmtliche Nullstellen des Polynoms P'(z) zu durchlaufen hat und
wo P (z,) die Gesamtheit der aus den Punkten z, durch die Tteration des
Polynoms P(z) erhaltenen Bildpunkte bezeichnet.

Wann gibt es keine solchen Verzweigungspunkte? Offenbar dann, wenn
P'(2) eine einzige Nullstelle hat und diese Nullstelle zugleich ein Picard-
scher Ausnahmswert von ¢(¢) ist. Man findet leicht, dass dies nur dann
stattfindet, wenn nach einer einfachen Transformation (z) = logz ist.

Als erstes Beispiel wihlen wir wieder R(z) = zF. In diesem Falle sind
die Punkte

2 zim

qm == €eP71, (m=0,1,2,...,p—2)

repulsive Fixpunkte der Abbildung.
Im Punkte ¢, =1 ist k= p, und die Poincarésche Gleichung (4,1)
lautet

p(pt) = ¢*(t) -
Aus ihrer Losung ¢(t) = ¢ ergibt sich der Ausdruck
f(z) = E (log log z ; 271 , log p)

fiir die entsprechende Loésung von (1,1), die also mit (3,4) identisch ist.
Allgemein fiir den Fixpunkt g¢. ist @(f) = gm e, also

fz) =E (log (10g qi> ; 2, log k) .

Es sei zweitens R(z) = 22 — 2. Die zugeordnete Abbildung hat jetzt die
repulsiven Fixpunkte ¢, = 2,¢, = — 1 mit den Multiplikatoren k; = 4
und k, = — 2.

Die zugehorigen Poincaréschen Gleichungen lauten jetzt

p4t) = ¢*t) — 25 ¢ (—20) =¢*(t) — 2,

und sie haben als Losungen

— 2n
<p(t)=2cos\/t, ¢(t):2cos<t+—3—>.
Hieraus folgt fiir ¢ = 2
z
fzy=E (2 log arc cos 5 2mi , log 4)

und fir ¢g=—1
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z 27

f(z)=E <log (arc cos o — —3~> ; 27, log (— 2) )

“

Die beiden Funktionen gehéren zur Kategorie (3,8).
Um ein allgemeineres Beispiel zu geben, betrachten wir den Fall

Piz)y=22+p,
wo p ein reeller Parameter ist. Weil z = 0 die einzige Nullstelle von

P’(z) = 2z ist, sind nach dem Obigen, fiir p s 0, sidmtliche algebraischen
Verzweigungspunkte von #%(z) und f(z) iiber den Punkten

(4,5) 2=p, pL=p+Dp, P=pi+p....

gelegen. Hier hat man nun zwischen den folgenden Féllen zu unterscheiden
[3 -7

1. Fall p > %. Jetzt bilden die Punkte (4,5) eine monoton wachsende
Folge mit dem Grenzpunkt

(4,6) Iim p, = oo .
2. Fall p < — 2. Auch jetzt gilt (4,6) ausser fiir p = — 2, wo p, = 2.

3. Fall — 2 < p < 1l. Jetzt sind alle Punkte (4,5) im Intervall

1 1
(£7) ~q1<2<ql,;q1=§+]/4—p

gelegen. Man hat hier zwischen folgenden zwei Unterféllen zu unterscheiden.

a) p ist ein reguldrer Wert des Parameters p, d.h. es gibt bei der zu-
gehorigen Abbildung z, = 2% -} p einen attraktiven Zyklus X von Punkten
des Intervalles (4,7). Dann haben die Spurpunkte der algebraischen Ver-
zweigungspunkte der Riemannschen Fliche von f(z) in der z-Ebene endlich
viele Haufungspunkte, nidmlich die Punkte von 2.

b) p ist ein singulidrer Wert von p. Dann ist die Anzahl der im Intervall
(4,7) liegenden Héaufungspunkte unendlich.

Wir bemerken noch, dass fiir alle Zweige von f(z) sdmtliche iiber einen
Nullpunkt von #%(z) liegenden Punkte der zu f(z) gehorigen Riemannschen
Fliache isolierte wesentliche Singularitédten von f(z) sind, in deren Um-
gebung diese Funktion eindeutig ist.
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5. Uber vieldeutige Funktionen, deren Zweige voneinander rational
abhéngen.

Jede der Gleichung (1,1) geniigende Funktion u = f(z) hat als inverse
Funktion eine im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktion z = g(u),
zwischen deren geeignet gewihlten Zweigen g¢(z) und g*(u) die rationale
Relation

(5.1) g*(u) = R(g(u))

besteht. Unsere Funktionen geben also Beispiele von vieldeutigen trans-
zendenten Funktionen, deren Zweige voneinander rational abhéngen.

Tnsbesondere ergibt sich aus (4,3) fiir die entsprechende inverse Funktion
der Ausdruck

(5,2) g(u) = p(e'™)

wo @(t) eine meromorphe, der Gleichung (4,1) geniigende Funktion be-
zeichnet und wo I(u) ein elliptisches Integral mit den Perioden 2mi und
log k& ist.

Zum Beispiel bekommt man fiir R(z) = 27 die Funktion

glu) = e
mit der entsprechenden Gleichung
g*(w) = g (w)
und fiir R(z) =22 — 2, ¢ = 2 die Funktion
g(u) = 2 cos ™
mit der Gleichung

gHu) = ¢*(w) — 2.

Tunktionen ganz anderer Art bekommt man durch Inversion der durch
(2,4) definierten Funktion.
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