
ANNALES ACADEIIIIAE §CIENTIARUM FENNICAE

Series A

r. MATHEMATICA

308

UB E,R DIE, A}{ALYTI§ C H E,N
L Ö § U}.T G E, }.T D E R G LE I C H U}.tG

/(R(r)): f (r) BE,I RATIOITALE M R(z)

VONI

P. J. MYRBERG

HELSINI(I L962
S U O MA LAINE N T I E D E AKA T E M I A

koskenoj
Typewritten text
https://doi.org/10.5186/aasfm.1962.308



\rorgelegt am 9. April 1962.

I(ESKUSKIRJAPAII.{O
HELSINI{I 1962



(1,1)

1. Einleitung.

Die analytischen Lösungen der Funktionalgleichung

f(R(z))-f(z)
können als automorphe x'unktionen angesehen werden, dereri Gruppe durch
die rationale Funktion Ä(z) erzeugt rvird.

Die einfachsten Beispiele von solchen Funktionen bekommt man, .il-enrl

als .B(z) eine iineare X'unktion

az+§
( 1,2)

ge\,T.ählt urird. Wir denken
auf die einfache Form

oder

vz-ld
urrs die Substitution (L,2) in bekannter Weise,

z'-=zfo:

z':kz
transformiert, je nachdem ob die beiden Fixpunkte der Abbildung (I,2)
zusammenfallen oder voneinander verschieden sind. Die zugehörigen auto-
morphen reduzieren sich im ersten Falie auf die periodischen Funktionen
voir z mit der Periode c,t, im zweiten x'alle auf die doppelperiodischen
Funktionen von log z mib den Perioden 2ni, und log ä, s,enn lkl + t.
fn den genannten speziellen X'ällen sind die autornorphen tr'unhtionen ei1-
deutig, und sie haben die n'ixpunkte der Abbildung als.s-esentlich singuläre
Stellen. Im allgemeinen, nichtlinearen X'alle, wo die Abbiklung

z' - R,(z)

nicht mehr umkehrbar eindeutig ist, hat inarr auch die vieldeutigen analy-
tischen Lösungen der Gleichung (1,I) zu beriicksichtigen, rvobei diese
Gleichung nur unter geeigneter wahl der zweige der Funktion f (z) be-
stehen kann. Die lfntersuchung rron solchen tr'unktionen griindet sich auf clie
Theorie der rteration der rationalen x'unktionen, die in ihren allgemeinen
Zigen von Jur,ra und I'etou entwickelt worden ist.

(1,3)
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Eine
Wurzeln

(1,4)

wichtige Rolle spielen hier die n'ixpunkte der Abbildurg, also die

der Gleichung

R(*) - z

Es sei q ein solcher X'ixpunkt und k : R'(q) der zugehörige Multiplikator.
l\[an nennt den Punkt q attraktiv, wenn lhl < l, repulsiv, wenn lkl > I
und indifferent, wenn llcl : L, wegen der geometrischen Eigenschaften der

Abbildung in der Umgebung des X'ixpunktes, wenn dieselbe unbegrenzt
iteriert wird.

fndem wir im folgenden den dritten, speziellen Fall beiseite lassen, soll

die Existenz von Lösungen der Gleichung (f ,l) gezeigt' werden, welche in
einem gegebenen X'ixpunkt ein bestimmtes Verhalten aufweisen.

2. Die attraktiven Fixpunkte mit einem nichtverschwindenden
Multiplikator.

I{ach der allgemeinen Theorie gibt es fiir
ein den Punkt enthaltendes offenes Gebiet

fteration von B(r) gegen q konvergieren.

Das Gebiet Dq, das entweder einfach oder unendlich vielfach zusam-

menhängend ist, bildet das unmittelbare Konvergenzgebiet von q. Die

Menge aller Punkte der komplexen z-Ebene, deren durch die Iteration rron

R(z) erhaltene Bildpunkte gegen g konvergieren, besteht entweder aus

Dq oder aus einer unendlichen Menge M(Dr) von getrennt voneinander

liegenden Gebieten, nämlich aus denjenigen, welche aus D, durch wieder-
holung d.er zu .B(z) inversen irrationalen Operation R-r(z) erhalten werden.

Nach diesen vorbemerkungen gehen wir von der schröderschen x'unk-

tionalgleichung

jeden abtuaktiven Fixpunkt q

Dn, dessen Punkte bei der

(2,t)

,aus, wo k - R'(q) +

(2,2)

y,(R(r)) : krP(r)

0, und wir bilden mit Konxres den Ausdruck

R"(z) - q

V@)- lirn -;- t
n-+ oo ll/

wo R^(z) die n-le Iterierte von R(z) bezeichnet. Man kann zeigen, dass der

Ausdruck (2,2) in jedem z'u Do gehörigen abgeschlossenen Bereich gleich-

mässig konvergent ist und somit eine dort reguläre analytische Funktion
definiert, die offenbar der Gleichung (2,I) geniigt lI-, s. 222f.

Wir betrachten zuerst den einfachen X'aII, wo M(D) aus D, allein

besteht. Die dort definierte analytische Funktion hat dann eine Nullstelle
im Punkte q und in den aus q vermittels der Iteration Yon R-r(z) er



P. J. Mvnrnnc, Ilber die analytisehen Lösungen der Gleichung

haltenen Bildpunkten. Weil diese Punkte nach X'atou die Gesamtheit der

Punkte des Randes c von Dq als Häufungsstellen haben, kann die

Funktion (2,2) nber den Rand. hinaus nicht analytisch fortgesetzt werden.

Ihr Existenzbereich besteht somit aus Dr.
Wir bilden jetzt die elliptische Funktion

E(t ;Znd ,Logk)

von I mit den Perioden 2ni, und" log fu. Die zusammengesetzte Funktion

,f (r) - E (lo1 V@) ; 2 nd , Iog k)

(2,3)

(2,4)

(3,1)

Hier ist d,er Nullpunkt z -

Aus der Gleichung

(3,2)

die Gleichungen

ist dann eine in D, eindeutige, der Gleichung (1,1) geniigende analytische

n'unktion, die in den aus dern Punkt q durch Iteration von -E-r(z) erhalte-

nen Bildpunkten wesentlich singulär ist. sie kann iiber den Rand c von D,
hinaus nicht analytisch fortgesetzt werden. In der Tat sind alle Punkte von

c Häufungspunkte fiir die genannten wesentlich singulären Punkte.

In d.em allgemeinen x'alle, rvo M(Dr) aus unendlich vielen, voneinander

getrennt liegend.en Gebieten besteht, definiert der Ausdruck (2,4), der be-

ziiglich der Transformation (I,3) formal invariant bleibt, gleichzeitig

unendlich viele verschiedene analytische Funktionen, welche das zugehörige

Gebiet als Existenzgebiet haben, iiber dessen B,and hinaus sie nicht analy-

tisch fortsetzbar sind.
Die obigen Lösungen von (1,1) sind von Fatou eingefiihrt worden. sie

haben, wie schon gesagt, die ausgezeichnete Eigenschaft, in ihrem Existenz-

gebiet eindeutig zu sein.

3. Die attraktiven Fixpunkte mit einem verschwinilenilen Multiplikator.

Es sei jetzt qo ein Fixpunkt von (1,3), dessen Multiplikator verschwin-

d.et, also R'(qi:0. In diesem Falle, wo der Fixpunkt qo stark attraktiv
ist, kömren keine eindeutigen Lösungen obiger Art existieren.

Um dies einzusehen, betrachten wir zuerst, das spezielle Beispiel

R(") - 7P

0 ein stark attraktirrer Fixpunkt, wenn p

f(zo) - f(r)
die Funktion ?(t) - f (e')

(3,3) ?(t+2n'i) - bv(t),f@t)-F(t)
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Aus ihnen geht hervor, dass -E (t) und somit arch f(z) nicht eindeutig

sein kann. Dennmit 2ni, häbbe-E'(f) auchdiePerioden * r" : t, 2,8,... ),p
welche fxr n-+ oo gegen NuIl konvergieren. Eine anarytische x'unktion
mit infinitesimalen Perioden reduziert sich aber auf eine Konstante.

Aus der zweit'en Gleichung (3,3) allein folgt fiir die x'unktion r(t) der
Ausdruck

I(t) : E (log t ; 2ni,,log p),
wo ,E wieder eine elliptische x'unktion hezeichnet. Hieraus folgt fiir die
n'unktion f(z) der Ausdruck

(3,4) f (r) - E (Iog log z ; 2 ni ,1og p)

als eine elliptische X'unktion von log log z.

Die x'unktion (3,4) ist eine unendlich vieldeutige Funktion, deren ver-
schiedene Zweige in der Form

f(r) - tt (G (G z + n. zrui,))(3,5)

darstellbar sind, wo log den Hauptzrveig des Logarithmus bezeichnet. Die
za (3,4) gehörige unendlich vielblättrige Riemannsche Fläche hat logarith-
mische Verzweigungspunkte in den iiber z: O und z: @ liegenden
Punkten, und ihre zweige werden beim umkreis um einen verzweigungs-
punkt gemäss der Formel

f.(z) --> f"*r(z)
miteinander permutiert.

Wir bemerken ferner, dass im Punkte z: l der Hauptzweig fo@)
eine wesentlich singuläre Stelle hat, in deren Umgebung die n'unktion ein-
deutig ist. Ztr Bestimmung der Pole von f(z) gehen wir von einem im
fundamentalen Parallelogramm iiegenden Pol l, von E(t) aus. Aus

loglog z : to I m. Log p { n. 2ni,

erhält man fiir die zugehörigen Werte -van z den Ausdmck

z^: zE^ ,

wo zo: e"P den zlJ m :0 entsprechend.en lVert bezeichnet. Hieraus folgt

))2"^: o' -ltA?n: I fiir leol < 1;

:yt"^: @, 
^!!*"^:, 

ftir lzol > I.
In diesen X'älien sind somit die Punkte z : 0,1, oo die einzigen Häufungs-
punktederPolevon f(z). ImFalle lzol: I ist lz"l :1 fiir jedes zz, und
die Spurpunkte der Pole in der z-Ebene sind im allgemeinen auf der Kreislinie
lzl: I iiberall dicht gelegen.
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Wie aus dem Obigen hervorgeht, besteht ein wesentlicher Unterschied
zwischen den X'ällen h + 0 und fu : 0. Im letzleret n'alle gibt es keine
eindeutigen Lösungen der Gleichung (1,1), demgegeniiber lässt, sich die

Iunktion f(z) auf ihrer iiber die ganze z-Ebene verbreiteten Riemannschen
X'läche analytisch fortsetzen.

Wir behaupten jetzt', dass der allgemeine n'a[ auf den obigen speziellen
X'all zurflckgefiihrt werden kann.

Es sei nämlich
R("):zP*"'

die Entwicklung von R(") im betreffenden Fixpunkt, r,vo u'ir 8o: 0

gewählt haben, was stets zulässig ist. Wir bilden nun die Funktional-
gleichung

(3,6) ,p(R(z)) : yn(z) .

Sie besitzt nach Börrcrrnn stets eine in der Umgebung des Nullpunktes
reguläre Lösung [, s. 28]. Ist nun I(t) eine Lösung der Gleichung (3,2),

so gibt die zusammengesetzte Funktion

(3,7) f("): I(,t@)

eine Lösung von (1,1). Denn es gilt

f(R(z)) : x(rp(R(z))) : x(,pP(z)) : F(tp(z)) : f(z) .

Als Beispiel wählen wir R(z) : zz - 2. Jetzt ist der Punkt z: @ ein
stark attraktiver X'ixpunkt.

Die Böttchersche Gleichung lautet hier

,p(22 - 2) : f(z) .

Wir setzen zu ihrer Auflösung

z:2cost,rp(z):g(t)
urrd bekommen zur Bestimmung der I'unktion g(t) die Gleichung

s(zt) : gz(t) ,

woraus
z

g(t) : e' : eu""""' : 9l(z)

erhalten wird. Die gesuchte Lösung von (1,1) ist also

(3,S) f (r) : E (logarc cos f, ; zn';, ,log 2) .

Ftir z --> oo gilt hier asymptotisch

f(") : E (tog log z) .



Ann. Acad. Scient. Fennicre A. I. 308

4. Die repulsiven Fixpunkte.

Es sei jetzt, q ein repulsiver Fixpunkt von (1,3) und also

Srir

(4,L)

lkl == lR'(q)l > 1.

gehen im vorliegenden tr'alle von der Funktionalgleichung

,p@t) -- R(v(t))

aus, welche nach Porlrclnf eine bis auf die Transformation cf bestimmte,
in der garuzel Ebene meromorphe Funktion als Lösung besitzt. Es sei

t : h(z) die im allgemeinen unendlich vieldeutige inverse Funktion von
z: q(t). Weil dies der X'unktionalgleichung

geniigt, so ist die vermittels der elliptischen X'unktion (2,3) gebildete zu-
sammengesetzte Funktion

f (r) := E (1og h(r) ; 2 nd , log k)

(4,2)

(4,3)

woraus

eine im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktion von z.

Ztr genateren llntersuchung der singulären Punkte von å(z) nehmen
wir der Einfachheit halber an, dass die rationale X'unktion .E(z) sich auf
ein Polynom P(") reduziert, in welchem Falle z: q(t) eine ganze

X'unktion von f ist. Aus

e(kt1: P(q(t))

ergibt sich durch Differentiation

hervorsehr, dass ::u:,' "";::'11,. Punkre

k"t, (n, ---: 1,2,3, . . .)

llen der Ableitung p'(t) sind. \\rir können hier annehmen, dass

+ 0, woraus folgt, dass

P'(z) -- 0 fiir z - ,(to) .

Nullste

v' (*)

Nun sind die Punkte

z^: g(k"z) : P^(zo)

diejenigen Punkte der z-Ebene, iiber welche die inverse X'unktion t : h(z)

algebraische Verzweigungspunkte besitzt. Aus dem Obigen geht hervor,
dass die Gesamtheit solcher Punkte alus P^(2,) erhalten werden kann, wo
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zy sämtliche Nullstellen des Polynoms P',(z) zu durchlaufen hat und

wo P^(2,) die Gesamtheit der aus den Punkten z, durch die Iteration des

Polynoms P(z) erhaitenen Bildpunkte bezeichnet.

wann gibt es keine solchen verzweigungspunkte? offenbar dann, wenn

P'(z) eine einzige Nullstelle hat und diese Nullstelle zugleich ein Picard-

scher Ausnahmswert von g(l) ist. Man findet leicht, dass dies nur dann

stattfindeb, wenn nach einer einfachen Transformation y(z) : log z ist.

AIs erstes Beispiel wählen wir wieder R(z): zp' rn diesem Falle sind

die Punkte
2!!Y

q^- eP-r, (m:0,L,2,...,p -2)

repulsive X'ixpunkte der Abbildung.
Im Punkte eo: L ist lc : P, und die Poincar6sche Gleichung (4,1)

lautet,

E@t): qP(t)'

Aus ihrer Lösung q(t) : e' ergibt sich der Ausdruck

f("): E (loglogz;2ni ,loggt)

fiir die entsprechende Lösung von (1,I), die also mit (3,4) identisch ist'

Allgemein fiir den X'ixpunkt {- ist V@: q^eP', also

I / 2\ \
l@) : r (ros (t* ;) ; 2ni ,rosu) .

Es sei zweitens R(z) : zz - 2. Die zugeordnete Abbildung hat jetzt die

repulsiven Fixpunkte h: 2 ,42: - 1 mit den }lultiplikatoren h : 4

und lcr: - 2.

Die zugehörigen Poincar6schen Gleichungen lauten jetzt

qGt):92(t) - 2; 9e 2t): qz(t) - 2,

und sie haben als Lösungen

EQ) : z cos t/1 , q$): 2 cos (' - +)
Hieraus folgt fiir q: 2

4
7

,
undftir q- I

/
f (") - E (z toS arc cos ; 2nd, Iog
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rie (3,8).
etrachten

/ / z ,r\
f (r) --= Ix (r"* ("r. cos ; I I

Funktionen gehören zur Katego
allgemeineres Beispi el. zu geben, b

P(r)-22*p,

; 2wd, log (- ,) 
)

Die beiden
IJm ein

w'o p ein reeller Parameter
P'(r) -- 2z ist, sind nach clem

\ferzweigungspunkte Yoll h(z)

1.

Irolge

(4,6)

2. Fall

ist. Weil z - 0 die einzige Nullstelle vorl
Obigen, fiir p + 0, sämtliche algelcraischen
und f(r) tiber den Punkten

*\yu"- oc

wir den Fall

(4,5) z:p, pl:p'lp, pz:frl+tt,...

gelegen. Hier hat man nun zu,ischen den folgenden Fällen zu unterscheiden
t3 -- 71.

FalI p > t . Jetzt brilden die Punkte (4,5) eine monotolr \I-achsende
mit clem Grenzpunkt

3. Fall 2 < p < å . Jetzb sind alle Punkte (4,5) i* fntervali

(1,7) - h 1z 1gr,;

gelegen. Man hat hier zyrischen folgenden zwei Unterfällen zu unterscheiden.
a) p ist ein regulärer Wert des Parameters gt, d.h. es gibt bei der zu-

gelrörigen Abbildung zr: zz -J- p einen attraktiven Zyklus 2' von Punkten
des Intervalles (4,7). Dann haben clie Spurpunkte der algebraischen \rer-
zweigungspunkte der Riemannschen F1äche von /(z) in der z-El-rene endlich
viele Häufungspunkte, nämlich die Punkte von f .

b) p ist ein singulärer Wert .von p. Dann ist die Anzahl der im fntervall
(4,7) Iiegenden Häufungspunkte unendlich.

Wir bemerken noch, dass fiir alle Zv'eige vorr f(z) sämtliche iiber einen
I{ullpunkt von h(z) liegenden Punkte der zu /(z) gehörigen Riemannschen
X'läche isolierte wesentliche Singularitäten von f(") sind, in deren IJm-
gebung diese X'unktion eindeutig ist.

I
8t: Z +
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5. Uber vieliteutige Funktionen, deren Zweige voneinaniler rational
abhängen.

Jede der Gleichung (1,1) gentigende x'unktion u: f(z) hat als inverse

x'unktion eine im allgemeinen unendlich vieideutige n'unktion z: g(u),

zwischen d,eren geeignet gewählten zweigen g(u) und g*(z) die rationale

Relation

(b,r) g*(u): R(s@))

besteht. IJnsere Funktionen geben also Beispiele von vieldeutigen trans-

zendenten Funktionen, deren zweige voneinander rational abhängen'

fnsbesondere ergibt sich aus (4,3) fiir die entsprechende inverse X'unktion

der Ausdruck

(5,2) g(u) : v(er(")1 ,

\vo E@ eine meromorphe, der Gleichung (4,1) geniigende x'unktion be-

zeichnet und v.o l(tc) elrrr elliptisches Integral mit den Perioden 2ni, :ond

1og fr ist.
Zum Beispiel bekommt man fiir R("): zp die Funktion

!(u) : n"r(")

mit der entsprechenden Gleichung

g*(u) : gt(u)

und fiir R(z) : zz - 2 , q: 2 die Funktion

g(u):2coser(")

mit, der Gleichung

g*(u,):g'(u)-2.

X'unktionen ganz anderer Art bekommt man durch Inversion der durch

(2,4) definierten Funktion.
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